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摘要为了对负正交相依(NOD)和负二次相依(NQD)有一个深刻的理解，对NOD和NQD

的性质以及它与负相饰的关系做进一步探讨和论证，得出NOD条件下的部分和不等式及矩

不等式．
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Abstract For getting more knowledge about Negatively Orthant Dependent

(NOD)and Negatively Quadrant Dependent(NQD)，the properties of NOD、NQD

and its relation tO Negatively Association are discussed．The inequality and n1口

ment inequality for partial sums are obtained under Negatively Orthant Dependent
conditions．
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1基本概念

E．L．Lehmann在文献[1]定义了正二次相依(PQD)及负二次相依(NQD)，但只给出PQD

等价式，而未给出NQD等价式．在本文给出NQD等价式并证明它的合理性，也给出了与负相

协(-NA)的关系．K．Joag—Dev and F．Proschan‘23只给出负正交相依(NOD)的定义而未进一步讨

论，为了对NOD有一个深刻的理解，本文对NOD的性质以及它与NA的关系做进一步探讨

和论证，并得出NOD条件下的部分和不等式及矩不等式．
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定义1．1称r．v．’sX，Y是正二次相依(PQD)，若

P(X≤工，Y≤y)≤P(x≤z)P(y≤y)，V z，y∈R， (1．2)

把PqD和NQD统称为二次相依．

定义1．2L20称r．v．’sX。．X￡，⋯，x。是负相协(NA)，如果对于集合{1，2，⋯，n?的任意两

个不交子集A。，A：，都有

COV(，l(x。，i∈A1)，f2(墨，J∈A：))≤0， (1．3)

其中，l，^是任意两个使得协方差存在且对每个变量均非增(或对每个变量均非减)的函数-

定义1．3乜3 对任意实数函，z。，⋯，毛，如果有

P(X．>0，i一1，2，⋯，H)≤几P(X．>‘)， (1．4)

则称r．v．’sX，，X：，⋯，x。是负上正交相依(NUOD)；如果有

P(X。≤Xi，i—l，2，⋯，n)≤|IP(X。≤z，)，
‘一1

则称r．v．’sX。，X：，⋯，x。是负下正交相依(NLOD)；如果r．v

是NLOD，则统称为是NOD的．

下面是PQD的定义中(1．1)式等价式(见文献E11)．

P(X≤z，Y≥，)≤P(X≤x)P(Y≥y)；

P(X≥z，Y≤y)≤P(X≥x)P(y≤，)；

P(X≥z，Y≥y)≥P(X≥x)P(Y≥Y)．

2 NQD的等价式及与NA的关系

(1．5)

sXl，X2，⋯，x．．既是NUOD又

(1．6)

(1．7)

(1 8)

对NQD定义中的(1．2)式，也有类似于PQD的如下一些等价式．

定理2．1 对任意的z，Y，(1．2)式和下列式子是等价的：

P(X≤_r，Y≥y)>／-P(X≤T)P(Y≥_)； (2．1)

P(X≥z，Y≤y)≥P(X≥x)P(Y≤j，)； (2．z)

P(X≥z，Y≥j，)≤P(X≥x)P(Y≥y)． (2．3)

注2．1定理2．1中各式取概率时把“≤”或“≥”换成“<”或“>”仍然成立．如(1．2)写

成P(X<z，Y<Y)≤P(X<x)P(Y<y)仍然成立，其它情况类同．

事实上，由(1．2)式有P(X≤z一音，Y≤y一-；})≤P(X≤T一音)P(y≤Y一音)，

便有in{．P(X≤z—i1，y≤jr一去)≤infnP(X≤z一_：})尸(y≤y一-；})·令n一+。。时，
1 1

有P(X<z，Y<y)≤P(X<x)P(Y<y)．再用(十÷)或(一寺)可证其它情况一
证明 (i)先证(1．2)式与(2．1)式等价．当(1．2)式成立，利用注2．1和(X≤T，Y≥y)一

(X≤卫)一(X≤z，Y<j，)得

P(X≤z，Y≥Y)一P(X≤z)一P(X≤z，Y<y)

≥P(X≤z)一P(X≤T)P(Y<y)

一P(x≤z)P(y≥y)．

即证得(2．1)式成立．

当(2．1)式成立，由(X≤-7：，Y≤y)一(X≤工)一(X≤z，Y>y)得
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P(X≤T，Y≤y)一P(X≤z)一P(X≤z，Y>Y)

≤P(X≤z)一P(X≤x)P(Y>y)(由(2．1)式及注2．1)

一尸(X≤z)尸(y≤，)，

即有(1．2)式成立．这样，我们证明了(1．2)式和(2．1)式是等价的．

(|i)用同样的手法证得(1．2)式与(2．3)式等价．因为(2．1)式与(2．2)式中x与y的地位

是相同的．

(iii)下面证明(2．2)式与(2．3)式等价．若(2．2)式成立，由(x≥工，Y≥y)一(x≥T)一

(x≥z，Y<y)得

P(X≥工，Y≥y)一P(X≥z)一P(X≥z，y<_)

≤P(X≥z)一P(x≥x)P(Y<y)(由(2．2)式及注2．】)

一P(X≥x)P(Y≥y)．

即证得(2．3)式成立．

反之，若(2．3)式成立，由(X≥z，Y≤，)一(X≥z，y>y)得

P(X≥z，Y≤_)一P(X≥工)一P(X≥z，Y>y)

≥P(X≥z)一P(X≥x)P(Y>Y)(由(2．3)式及注2．1)

一P(X≥工)P(y≤y)．

即证得(2．2)式成立．这样，我们证明了(2．2)式和(z．3)式是等价的．

综合(i)(ii)(iii)知定理2．1得证．

NQD的性质在文献[1]中已有讨论，下面我们给出NQD与NA的关系．

{1理2．1如果Fw为x，y蚋联舍分郝，Fz，Fr分昌1)为x，y的分布。刚甫

+产+尸
E(XY)一E(x)E(y)=I I[F盯(z，y)一Fx(z)Fr(y)]dxdy， (2．4)

J J

假设左边的各期望都存在．

证明见文献[1]．

定理2．2 2个随机变量x，y是NQD的当且仅当X，y是NA的．

证明 (i)若x，y是NA的，则I(X<工)，J(y<y)仍是NA的，由NA的定义得

E(I(x<x)I(y<y))≤E(I(X<z))E(J(y<Y))．

由此有P(x<z，Y<y)≤P(X<z)P(Y<y)，即x，y为NQD的．

(ii)若x，y为NQD的，则_r(x)，g(y)也是NQD的，其中f，g是任意的和谐函数．则有

P(，(X)<z，g(1r)<，)≤尸(／。(X)<x)P(g(Y)<y)，V卫，Y∈R．

这等同于F似)甜)(z，y)一F／(x)(工)F∥)(y)≤0，据此，知(2．4)式右边的积分小于等于0，从而

由引理2．1有E(f(X)g(Y))一E(厂(X))E(耳(y))≤0，即cov(f(X)，g(y))≤0，这说明x．

y是NA的．由(i)(ii)知定理2．2得证．

3 NOD的性质及有关结果

文献[2]中仅给出了NOD的定义，我们将在下面就NOD的一些性质进行讨论．

定理3．1 (i)NOD变量族的任意子变量族仍为NOD的；(ii)两组相互独立的NOD变量

族全体仍是NOD变量，即设x，，x：，⋯，x。和y，，ye，⋯L都是NOD变量．则x。，X∥一，x。，

y。．y：，⋯y．是NOD变量．
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证明 (i)设xl'．“，X．是NLOD的，且X⋯XⅢ⋯，X“足X。，X：，⋯，X。的任 子变量族．

则对任意实数卫小z小⋯，蜀t有

P(丑。≤z¨i一1，2，⋯，七)=P(xl<+。。，⋯，x。1 l<十。。川X≤2／-¨l，X小．<J-二，
^

⋯，x肛，<+。。，X^≤z蚋X¨。<+。。，⋯，x，；<十。。)≤I JP(X．．≤r。)． (3 1)
：了

从而由NI。OD的定义知x。墨z，⋯，X“也是NLOD的．

若x。，⋯，X。是NUoD的，则由

P(X。>T。，z一1，2，⋯，矗)一P(Xl>一。。，⋯，X小1>一。。，X．1>工¨川X+l>一oo，
I

⋯，xd l>一。o，X“≥z“，x时+】>一。。，⋯，x。>一oo)≤l|P(x。>‰)． (3．2)
l一1

从而由NUOD的定义知X川咒。，⋯，X“也是NUOD的．由此证得(i)．

(ii)设随机向量x=(X，，X：，⋯，X。)，Y一(yl，Y2，⋯，L)是相互独立的，且X1'．．+X。与

Y∥一，y．，是NLOD的，则对任意实数z。，z2，⋯，‰，yl，y2，⋯，弘，有

P(X。≤‘，i一1，⋯，优，Y，≤*，J一1，⋯，n)一P(x．≤z．，i一1，⋯，m)P(Y，≤弘，J一

1，⋯，n)≤nP(X。≤t)n尸(L≤YJ)， (3．3)
●；I j=1

即xl，x2，⋯，X。，y。，y：，⋯y．是NLOD的．

同样，若Xl’．“，x。与y、，⋯，y。，是NuOD的，则由类似地推理可证明x。，x z，⋯，x。，yt，

Y：，⋯L是NUOD的．这样，我们证明了定理3．1的(11)部分．

定理3．2设随机变量Xl，X：，⋯，X。是NOD，则其必是两两NQD，也是两两NA．

证明 对任意的实数‘，‘，

P(X。<工．，X，<z。)一尸(Xl<+。。，⋯～X l<+。。，X。<z¨X州<+∞，⋯，X，一l<十

∞，XJ<上J，XJ+l<+o。，⋯，X．<

+oo)≤尸(xl<+∞)⋯P(X。<2i7．)⋯P(x』<2／"，)⋯P(X。<+。。)=尸(X，<』，)P(x，<J，)，

(1≤i<J≤，z)．

由此说明X，，X，是NQD．又由i，J的任意性知其必是两两NQD，从而也是两两NA．

记S．一≥：X，，下面给出在NOD下的部分和不等式，它是文献E3]附录2(五)3式及引理

4．3(i．i．d．情形)的结果在NOD下的推广．

定理3．3设{X。，i≥1)是NOD变量序列，EX

意的E>0，有

P(IS．1>e)≤e一2∑varx。．
·=1

证明

P(1S．I>E)≤e-tvarS。

0，EX；<+。。，i一1，2，⋯，H，则对任

L 3 1)

一e。(∑varX．+2∑cov(X．，X，))
·=I f≠’

≤￡2(∑vats。)(由定理3，2)．
i；1

定理3．4 设{X．，i≥1}是NOD的，且具有对称分布的随机变量序列，若满足条件
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P(X，>n，∑x>o)一尸(置>n，∑置≤o)，(d>0)， (3 jj

则对任意的￡>0，有
¨ ． ^

P(J5。f>e)≥∑尸(JZ，l>￡)(专一∑尸(Ix，j>E))． (。6 J

特别当{x。，i≥1}是同分布时，有

P(1S。l>￡)≥nP({x，j>￡)(寺～nP(1XJj>e))， (3 7)

证明 对任给的￡>0，记A，一{x，>￡}n{∑置>o)，我们有
I≠J

P(S．>￡)≥JD(u；．．[{X，>￡}n{∑x，>o)])一尸{u：。n，)≥∑P(／l，j～
f≠J ，1

∑P(A。A，)．

由(3．5)式知

P(A，)一P(X，>E，∑置>o)一P(X，>e)．
I≠J

又

P(A．A，)一P((置>E)n f∑墨>o)，{x，>￡)n{∑Xt>o))

≤P(X．>e，X，>e)≤P(X．>E)_P(x，>￡)，

于是

P(S。>e)≥∑P(X，>￡)(告一∑P(X。>e))． (3 8)

注意到(一置，i≥1}亦为NOD变量序列，以一X，代x，，J一1，2，⋯，n，可得
^

一
^

P(S。<一E)≥∑P(置<一￡)(告一∑P(X。<一￡))． (3．9)

y--l
。

r一】

从而
¨

．
^

JD(Is．I>￡)≥∑P(IX，l>e)(告一∑P(fx，l>e))，

此即(3．6)式．特别当{X．，i≥l}是同分布时，有

P(is。|>e)≥nP(1x，I>e)(÷一nP(1x，I>e))．

定理证毕．
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