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摘要在研究jlf—P神经元模型的几何意义基础上，从代数簇的观点出发，分析M—P神经元

模型的代数本质．提出1种代数超曲面神经元模型f从多维代数和空间几何分析的观点出发，

嘉6四和描述出代数超曲面神经元模型的数学实质，给人们研究高阶神经网络系统的空同几何

理论及其多维代数表示理论奠定了基础．

关键词神经元代数超曲面神经元空间几何代数表示

中围法分类号TPl81；TPl83 ^
Abstract On the base of the geometrieal presentation of M—P neurons model corn

bining algebra cluster knowledge，a new algebra hyper—curve neurons model is re

leased to depict the algebra essence of M—P neurons model．The algebra hyper

curve neurons model would take more contribution to the development of the lieu—

ral networks and the research of nonlinear neural networks and expression of high

dimensional algebra theoretically．

Key words neurons，algebra hyper—curve neurons，geometrical space，algebra ex—

pression

人工神经阿络由于它具有极强的函数逼近能力和学习能力、容错能力以及高超的分类能

力等优点而广泛用于解决各类实际问题，但由于每个神经元的数学模型都是～个多变量非线

性函数方程，组成的神经网络以后的庞大多变量非线性方程组更难以进行求解．因此，它限制

着人工神经网络从应用角度的深入发展．

本文对神经网络的行为的认识和研究中的“黑匣子”式难以理解的状态，提出一种用多维

代数簇分支理论认识分析的方法，在作者已发表的代数神经网络新摸型及学习算法“‘“的结果
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中，已经反映了这种分析方法的优越性．现将进一步讨论代数超曲面神经元的空间几何对应分

析及代数表示理论．

1 M—P神经元模型的几何意义

1943年，Meculloch和Pitts第一次提出了神经元的数学模型，此模型一直沿用至今．归纳

起来，M一尸神经元是一个有几个输入和一个输出的运算系统，最常用神经元的运算函数为：

Z—f(≥：W^一口)， (1)
●=l

其中．2-．，v2J,分别是第i个神经元状态与神经元联接权系数，0为阀值，，为激励函数，．般取符号

函数，令

g(x)一2：∞。置一口． (2)
J一1

那么，,q-以看出，神经元的运算函数是由2个函数复合而成，其中一个函数：g(x)一芝：W．五一
J一1

0—0．这个方程在n维空间表示一个超平面P，当g(X)>0时，表示点x落在超平面P的正

半空间内，此时有，(g(X))=1；当g(x)<0时，表示点X落在超平面P的负半空间，此时有

／。(g(x))一一1．那么，一个M—P神经元可以看成一个由超平面划分空间位置的识别器‘“．

显然．超平面的几何概念对于帮助人们对神经网络的行为的认识与分析是十分有效的，

但又有局限性o]．

2 代数超曲面神经元模型

虽然从几何的观点来理解M—P神经元模型相当直观，但是当n，rn较大，”维空间的m个

超平面位置关系就很复杂，很难从几何意义出发直观理解神经网络的内在本质，而失去直观

性．若从多维代数的分支理论来分析，可使得M—P神经元的几何背景更加直观．首先我们置：

V。={X∈Plg(x)一0}． (3)

若从代数簇的观点来理解．则K表示1个代数超曲面．特别当”=2时，R2中代数超曲面表示

是1条平面代数曲线．进一步，若记它输入状态向量与权系数向量分别为：X一(z，，丁：，⋯，

z。)．W一("l，w2，⋯，W．)，那么(1)式可写成

#一f(H(W，X)一口)， (4)

其中u(W，x)为Ⅳ的线性函数，且是x的多项式函数，那么(4)式进一步表示为：

z一，(∑r．tJstgj(x)一0)， (5)

其中Us(x)为关于多元多项式函数的一个单项，记虬一地(x)一n(‘)JJ“
1—1

中t变量的幂，记

，0)一(^0)，j20)，⋯，J^(j))

为项地(X)中的幂向量，称向量簇：

J一{，(j)l s一1，2，⋯，m}

为(5)式的结构向量簇．又记

j(s)一Jl(s)+⋯十^(5)

其中J．(J)为“，(X)

(6)

(7)

(8)
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为项“；(X)的阶数，而

J—YIIax{j(s)l s=1，2，⋯，m} (9)

为高阶感知器(5)式的阶数．

定义1 我们称(5)式的M-P神经元模型是一个具有m项，n个神经元的代数超曲面神

经元，其代数超曲面神经元结构向量族及阶数由(6)～(9)式确定．

倒1 z—f(wlzl 4-训2如+71)3zl工2+训‘z223+硼5(工1)2一d)是一个具有3元，5项，2阶

代数超曲面神经元．在肘一P神经元模型的基础上，引进神经元模型的项及阶概念，使得M尸

神经元变得更精细，在应用上更方便．我们就把这样的神经元称代散超曲面神经元．

3 代数超曲面神经元的空间几何对应及代数表示理论

由上面关于代数超曲面神经元的定义可以看出，代数超曲面神经元结梅仍是多输入单输

出的运算系统，对工一(z。，如，⋯，工．)∈R4，每个输出状态由下式确定：

z一，(∑Ⅵ五十∑Ⅵ．，薯∞+⋯+硼I矗．。z。z∥·2．～疗)， (10)

其中(”。，⋯，w。，⋯，M．：．⋯)为待定权系数，口为闻值，，为激励函数．

为了方便，考虑对于二维空间R2空间的2阶代数超曲面神经元时的情形，上述模型：

z=f(wlzI+7．0222+∞1．滓lz2+伽5工；-t-叫。zi一口)， (11)

表示的是一个二次平面代数曲线．

倒2 R2代数曲线神经元：2一f(x。训l 4-zz叫2+孔zz础3一日)来实现异或函数．

实际上，取权系数Ⅶ。=wz—l。"s一一2，口一1则上式可转化为

==／(_rI 4-02—2z102—1)．

这时，g(x)一面+z。一2丑卫。一1—0，做45。坐标旋转．新坐标为丁：，丁；，则二次平面曲线

g(X)一。变成

譬c一，=一生￡；等+_≥鲁—惫一，一o-
它表示一双曲线，它可将2组输入；“o，0)．(1，1)}，{(1，0)，(O，1)}分成二类，见图1．

现考虑一般平面代数曲线，对于代数超平面的神经元阶数有明确几何意义，它表示对任

意一条一般直线(即不是yo的一个分支的直线)与代

数簇矿。标交的交点个数“1(重复交点，重复计数)．这

样一来，平面代数曲线对R2划分具有明确几何意义．

从例2可以看出，代数超曲面神经元对异或问题

具有划分能力．

接着考虑牙空间代数超曲面，对给定鼎中代数

超曲面K，我们可利用文献[1]中的学习算法作近似

因式分解，容易求出代数簇K的每一个不可约的分

支，若不计非常数因子，则这种分解是唯一确定的，实

质上，每一个不可约分支对应着空问一个子代数簇，而

每一个子代数簇对应着一个子空间。

、

●

‘一≮。妊：．
≯ 弋＼．I

圈1 平面代数曲线实现异或分类

特别地，如果g(x)本身是不可约的，则v。为不可约超曲面．此时，代数超曲面对空间剧4
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划分具有明确的几何意义，则该超曲面神经元本身就构成了一个划分空间；若g(X)可约，该

超曲面的每一个不可约分支就构成一个划分子空间．即对一个数据聚类可以由一个超曲面进

行分割，无论哪一种情形，我们完全可以用代数超曲面来完成对样本空间划分，调整权值w和

值口。使得落人代数超曲面内的样本均属于同一种类型，这种具有明确的几何意义上分割对于

我们以代数超啦面神经元为基本元件构建瓤的网络结构具有重要指导意艾．

引理c】3 若超曲面函数：g(xl，z：，⋯，z。)能分解成：

g(z1，z：，⋯，z．)一gl(z1，Tz。⋯，z。)92(zl，z2，⋯，z．)⋯g，(zI，zz，⋯，z。)，则该曲面的每一

个分支g。(置，z。，⋯，五．)(i一1，2，⋯，r)构成一个划分子空间．

4 结论

本文在深入研究M—P神经元模型的几何意义基础上，从空间几何分析和多维代数簇观点

出发，探讨M一尸神经元模型的数学本质，提出一种代数超曲面神经元新模型，该模型具有以下

特点：①一个代数超曲面神经元本身就构成一个划分子空间，即一个数据聚类可以由一个代

数超曲面或若干个子曲面进行分割；②从空间几何分析和多维代数分支观点出发，进一步理

解M一尸神经元模型的代数几何本质；③若以代数超曲面神经元为基本元件，构造出的网络结

构清晰．系统物理意义明确；④代数超曲面神经元模型相比M—P神经元模型更精细，应用范围

更大．

总之，关于非线性神经网络研究还是一个探讨性问题，它的理论基础需要进一步完善本

文提出的代数超曲面神经元新模型，给今后研究高阶非线性神经网络系统理论提供了几何背

景和多维代数表示的方法．
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