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判别哈密尔顿图的新方法

A New Method of Judgement of a Hamil tonian Graph
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摘要提出求一个图的顶点覆盖的VC算法，定义圈的VC表示式及其全闭链的概念a证明

一个连通无向图是哈密顿图当且仅当其VC表示式含有一条垒闭链，并证明对构造全闭链有

用的定理和推论。
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Abstract A VC—algorithm to obtain the vertex covering of a graph is presented．

The VC representative and full—closed chain Of the graph are defined．It is proved

that a connective graph is Hamiltonian graph if and only if there is a full—closed

chain in it’S VC representative．A proof is also given tO some other theorem and

inferences which are very useful in constructing a full—closed chain．
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1基本概念

为了求图G的顶点覆盖，我们提出下面的VC算法：

第1步：5一西，K一1；第2步：找出图G=(V，E)度数最大的顶点墨；第3步：删去墨以

及与x^关联的所有边；第4步：V一矿一{墨)，E—E一{边l与Xk关联的边}，S一5u{x一)；第

5步：若E一∥(G为零图)则停止计算，否则K—K+1转第2步．

设K—L+1时G已成零图，下面的符号

(1≤K≤L)

表示K每取一个值时度数最大的顶点墨，以及它所关联的边是(x-，xn)(墨，K+z)，⋯，

(X}，X^蚋)．

定义l 对于任一连通的无向图G按照VC算法所得到的

VC(G)一(u#¨’m’⋯“tH’，u挚-吨”⋯。印r，⋯U毒，’恤’⋯’～’)
称为图G的Vc表示式，并且，称

u》·％’⋯“¨’，(1≤^≤f)
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为图G的VC表示式的项，把其中的{z小32舢⋯，z雠}和4分别叫做K项的上标和下标．

定义2 如果在图G的VC表示式中含有形如

u乏1～日1叫，u乏”‰’’'．．·，u导叫“舯l’’，⋯，uZ⋯～n’’

或u象1’‰’’，u岳3’’，u岳”“，⋯，u导一1’‰¨1⋯’，ux‘靠i。++l∥’。，⋯，u乏’1叫 (H)

的项就说图G的VC表示式含有一条全闭链．这时的项称为该链中的环．

其中{五l，Xi2，zn，⋯，z*一1，zn，⋯，z。}一y．

2定理及其证明

定理1 图G=(V，E)是哈密尔顿图的充要条件是它的VC表示式含有一条垒闭链．

证明 1)充分性

设图G一(y，E)按VC算法，其VC表示式含有一条全闭链(H)，这时

zn—z。2一z，3～⋯一z¨1～‰一·一z。1一z。～zn({92j1，z∞z孙⋯埔。}=V)就是一条哈密尔
顿同路，因而图G是哈密尔顿图．

2)必要性

设图G是哈密尔顿图，那么，它必然有一条哈密尔顿回路，假定这条哈密尔顿回路是

．27l～而一z3⋯·一以一l—z^一z^+l⋯·一z。一。r1． (C)

现在，我们按上述的VC算法，一步步地计算出图G的顶点覆盖VC(G)，并且通过Vc表示

式表示之．

首先，找出图G中度数最大的顶点，比方说是z。，那么由(C)知，与z。关联的边中，至少应

当含(z·，z㈦)和(以，以+。)，亦即在G的VC表示式中当有项u曼_1d。“’+出现．此处省略号表

示除z一和。”。外，321t也许还有其它的邻接点．接着我们删去z-以及它所关联的所有边．然后
在所剩下的于图中找度数最大的顶点，比方说是蕾，此时有两种可能：①置一Xh—t或z．=4+。．

前者，t所关联的边中至少应含有(z一，，．17t—z)；后者，X。所关联的边中至少应含有(xk+，，

Xk4-z)(这两条边都在回路(c)中)．因而在它的VC表示式中当出现形如【崔“j。。。”’或u?奠∥’的

项．②置≠以l且∞≠z㈩，32。所关联的边中，至少应含有(X～ZEi。)和(．，置+。)(2≤i≤n一1)．
因而在它的VC表示式中当有形如￡譬‘-“一-‘’的项．接着，再删去顶点z。以及它所关联的边．

继续这个过程，直至剩下来的子网为零图．当我们往下再找剩下来的子图中的度数最大顶点及

其所关联的边时，除了遇到上述的①、②这两种情况外，还可能遇到第3种情况即与该顶点关

联的边中不含有回路(C)的任何一条边．

由于VC算法过程结束时，图G的所有边均已删除殆尽，其中也包括回路(c)中的边——

它或者以两邻接边的形式，或者以单独边的形式全都出现在G的VC表示式的若干个项中．所

以，只要我们适当地调整一下这些含(c)中的边的项的次序，就能使之具有形如(H)的式子即

含有一条全闭链．证毕．

定理2 设连通元向图G一(”，m)是哈密尔顿图，VC(G)是它的VC表示式，且

f VC(G)l—L，那么：1)当n为偶数时，L≥H／2；2)当月为奇数时，L≥[n／2]+l；

证明 因为图G是哈密尔顿图，所以，它必有一条哈密尔顿回路，这条回路的长是n．另一

方面，从定理1的证明中已经知道，图G的vc表示式中的项最多含该回路中的两条边．从而如

果n是偶数时，最少需．／2个项才可能含该回路中的全部”条边，即工≥．／2．同理，在n是奇数  
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时，最少需C一／z]十1个项(除1项只含该回路的一条边外，其余各项均含该回路的两条边．)才

可能含该回路中的全部n条边，即L≥En／z]+1．

定义3 如果图G的vc表示式中含有一条全闭链，我们把含图G的哈密尔顿网路中的两

条边的环称为大环，只含该回路中的一条边的环称为小环．

由已知事实，易得下面推论

推论1 设图G—o，m)的VC表示式含一条全闭链，且n-和”z分别是其中大环和小环

的个数，那么

2nl+”z一”．

由推论1知，全闭链中的小环个数nz的奇偶性随n的奇偶性而定．

推论2 如果图G的VC表示式含有一条全闭链，那么，G的任一顶点z．都不只一次地出

现在小环的上、下标和大环的上标中(参看(H))．

定理2及其以后的推论．对于构造垒闭链的具体操作是很有用的．

3 例子

例 判断下面的图是不是哈密尔顿图．

2

(GI)(G2)

解：首先按VC算法，分别求出图G，和图G。的VC表示式

VC(G。)一{u?。“删“’，uj““帆“”，uP“““”，u，“”’，啦。。’，u≯““，u夕“”’}

与VC(G。)一(u≯““，ut““”，uF’}
。．‘lVC(G，)I=7<n／Z一16／Z一8

．。．图G，不是哈密尔顿图(定理2)．

另据推论2，若VC(Gz)含有全闭链，它必然是2n．+地一5(G：的顶点数为5)，其项数L一

3，其全闭链只能由一个小环两个大环构成：

1)第3项作小环，其它作大环有全闭链如

u：3“，u≯“”，ui“““”等；

2)第2项作小环，其它作大环有全闭链如

叫“41”，叫““3“’，叫“”等；

3)第l项作小环，其它作大环的全闭链没有(推论2)．但这并不妨碍我们作出正确的判

断：图G。是哈密尔顿图．
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