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摘要 证明 图 G与图 F同构当且仅当它们有相合的 VC算法 的结论 , 对于简单有向图依

然成立 O
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Abstract The suf f icient and neccessary cOnditiOn Of twO digraphs isOmOrphism is
that they have a cOincidental VC algOrithm, which is prOved.
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1 有向图的表示

D 有向图 G = < V, E> 的某个顶点的度数是指该顶点的出度与入度之和; @ 有向图 G =
< V, E> 的顶点 Vz 与 V 的度数相等是指它们的出度与入度之和相等且出度(或入度) 相等;  

用分号来区分一个顶点的出度和入度 O例如,我们把 表示成 V}, c; cc O

2 定理的证明

定理 简单有向图 G =< V, E> 与 F=< U,W > 同构当且仅当它们有相合的 VC算

法 1 O
证明 ( 1) 必要性 O设 V = { U1 , UZ ,~ , UH} , U = { 1 , Z ,~ , H}f:V- U是双射函数,对于

z = 1, Z ,~ , H(f ( Uz) = f ( z) ,且 < Uz , U > E- < f ( Uz)f (  ) > W,在此情况下,我们证

明图 G =< V, E> 与 F =< U,W > 有相合的 VC算法 O
由图 G和图 F同构推知,它们对应顶点必然是度数相同的 O因而,图 G的度数最大的顶点

(假定是 Uz) 必然对应着图 F的度数最大的顶点( 1) ,而且,凡是和 U1 相邻接的顶点也必然对应

着 和 1 相邻接的顶点 O下面看图 G和图 F在删除 U1 及其关联边, 1 及其关联边后,它们的顶点

数 ~ 度数的变化;各自减少了一个顶点( U1 和 1) ; G中与 U1 相邻接的顶点,其度数都减少 1,与 U1



不邻接的顶点 其度数不变; F中与 U1 相邻接的顶点 其度数都减少 1 与 U1 不邻接的顶点 其
度数不变0因此 对于子图 G1 = < V1 E1> 和 F1 = < U1 W1> (V1 = V - {V1}  E1 = E - {与 U1
关 联的边}  U1 = U- {U1}  W1 = W- {与 U1 关联的边} D 的顶点数是相等的 度数相同的的顶

点 数也是相等的0类似的分析 G2 对F2 与 ~ ~G1 与F1(Gl+ 1 是Fl+ 1 零图D 也是适用的0因而 图

G和图 F有相合的 VC算法0
( 2D 充分性0若图 G与图 F有相合的 VC算法 推证图 G与 F同构0设在 VC算法下有

VC(GD = {V{U11 U12 ~  U1K1 ; U1( k1+ 1D  ~  U1P1 }U1  V{U21 U22 ~  U2K2 ; U2(K2+ 1D  ~  U2P2 }U2  ~  

V{Ul1 Ul2 ~  Ul(Kl+ 1D  ~  UlPl }Ul }  

其中 V UI E V V UI E V 1 { I{ l 1 {  { PI
和 VC(FD = {V{U11 ~  U1k1 ; U1( k1+ 1D  ~  U1P1 }U1  V{U21 ~  U2k2 ; U2(K2+ 2D  ~  U2P2 }U2  ~  V{Ul1 ~  U1k1 ; Ul( kl+ 1D  ~  UlPl}Ul }  
(其中 V UI E U V UI E U 1 { I{ l 1 {  { PID
我们首先建立映射 f: {U1 U2 ~  Ul} - {U1 U2 ~  Ul}  
令 f( U1D = U1 f( U2D = U2 ~  f( U1D = U1 
如果 U E (V - {U1 U2 ~  Ul} D D {UJ1 ~  UJkJ ; UJ( kJ+ 1D  ~  UJPJ }  
U E (U - {U1 U2 ~  Ul} D D {UJ1 ~  UJkJ ; UJ( kJ+ 1D  ~  UJPJ } ( 1 { J { lD  
且 U 与 U 有相同的度数(它们在 VC( D 式中出现的次数即它们的度数D  则令

f( U D = U .
由于图 G和图 F的所有的边都分别出现在它们各自的 VC( D 式中 因而 它们的顶点也就

全部出现在它们各自的 VC( D 式中0从而这样的函数必为双射函数0在这个映射之下 我们证

明有

< UI U >E E- < f( UID  f( U D >E w 
如 上 所 述 图 G 的 所 有 边 都 出 现 在 其 VC(GD 中 假 设 < UI U > 就 是 其 中

V{UI1 ~  UIkI; UI( kI+ 1D  ~  UIPI} 的<UI UIkI >即 U = UIkI0按双射函数 f的构造方法 f( UID = UI f( U D
= f( UIkID E {UI1 ~  UIkI; } 因而由 V{UI1 ~  UIkI; }UI

的意义知 < f( UID  f( UIkID >= < UI f( UIkID
>E w.这就证明 < UI U >E E- < f( UID  f( U D >E w0

同理也可证明 < f( UID  f( U D >E w -< UI U >E E0
这样就证明了:如果图 G和图 F有相合的 VC算法 那么它们就同构0

3 实例

例:判断图 1 中的两个图是否同构?
由 VC算法

VC(GD = {V{c C; 7 C}6  V{7 C; }c  V{7 C; }C }  

VC(FD = {V{2 4; 1 3}5  V{ 1 3; }2  V{ 1 3; }4 }  
两图的 VC算法相合 故知图 G与图 F同构0 图 1
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