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摘要 从机器学习的角度研究贝叶斯方法及其学习机制 , 着重讨论了具有完整数据 ~ 不完整

数据集 , 及在结构不确定时贝叶斯网络进行学习的方法 , 表明贝叶斯网络在数据采掘中是一

个有力的工具, 文后给出一个基于贝叶斯网络的学习的实例,
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Abstract The Bayesian methOd and its learning mechanism frOm the view Of ma-
chine learning is explOred. The Bayesian leaning apprOaches fOr dif ferent cOndi-
tiOns such as cOmplete data, incOmplete data as well as uncertain netwOrk structure
are discussed. It shOws that Bayesian netwOrk is a pOwerful tOOl in data mining.
An example f rOm reality is given.
Key wOrds Bayesian apprOach, Bayesian netwOrk, machine learning, data mining

1 贝叶斯方法的学习机制

在经典的概率统计中, 连续随机变量的贝叶斯定理有如下的形式 ,

T( 6| x) = p(x| 6) T( 6)

 
6

p( x| 6) T( 6) d6
, ( 1)

其中 T( 6) 为先验分布密度, p( x| 6) T为样本信息,而 T( 6| x) 是在给定样本 X = (X1, X2, ~ ,
Xn) 的条件下, 6的条件分布密度函数,称为 6的后验分布密度函数,或简称为后验分布,
任何系统经过运行改善其行为,都是学习,从贝叶斯公式可以看出,后验信息是由先验信

息与样本数据综合得到的,也就是说,可以通过样本信息使先验信息得以改善,因此贝叶斯公
式中蕴含有一种学习机制,使用贝叶斯公式的学习机制来改善系统的功能, 就称为贝叶斯学
习,现以正态分布为例,分析其学习机制,
设 X1, X2, ~ , Xn是来自正态分布N( 6, 62) 的一个样本,其中 62已知, 6未知,为了求 6的估



计量  ~ 取另一个正态分布 N( uO 6 O D 作为该正态均值  的先验分布 即取先验为:

T( D = N( uO 6 O D  
用贝叶斯公式可以计算出后验仍为正态分布 后验密度为:
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由此可见 这样得到的估计  ~ 是先验分布中的期望 uO 与样本均值   按各自的精度的加权
平均 O因为 6 O 是 N( uO 6

 
O D 的方差 它的倒数 1/6

 
O 就是 uO 的精度 O样本均值  的方差是 6

 
O/n 它

的倒数 n/6 O就是样本均值  的精度 O方差越小者在后验均值中所占的比重越大 方差越大者在
后验均值中所占的比重越小 O此外 样本数目 n 越大则 6 O/n 越小 则样本均值   在后验均值中
所占的比重越大 O 如果 n 无限增大 则先验均值在后验中的影响将变得很小 O 这说明贝叶斯公
式求出的后验确实对先验信息和样本数据进行了合理的综合 其得到的结果比先验信息或样
本数据都更完善 O在先验分布密度函数得到合理确定的条件下 后验分布密度函数比单纯使用
样本信息更符合实际 比单纯先验密度分布函数也更接近于实际 O在采用其他共轭先验分布的
情况下 也有类似的结果 O
在贝叶斯方法之下 可以将先验信息和样本数据统一起来 O 在共轭先验的前提下 可以将

得到的后验信息作为新一轮计算的先验 与进一步获得的样本信息综合 求得下一个后验信
息 O随着计算次数的增多 先验信息的影响逐渐减弱 样本信息的影响越来越显著 O如果样本的
噪音很小 得到的后验信息将越来越接近于实际 O
在样本很多的情况下 先验分布密度对结果的影响变得很小 O 换句话说 即使任意估计先

验分布密度 多次使用贝叶斯定理后也可以得到接近实际的结果 只不过需要大量的计算而
已 O但是 在样本不多的情况下 先验分布密度的估计的好坏对计算量和计算结果的影响就比
较大 O计算实践表明 如果能恰当地估计出先验分布密度 就可以使用少量样本数据 进行几次
计算就得到比较满意的结果 O 这在样本不容易获得的情况下特别有用 O 因此 先验分布的确定
是贝叶斯方法的一个重要问题 O

2 贝叶斯网络及其语义

贝叶斯网络是一个带有概率注释的有向无环图 O 这种概率图模型能表示变量之间的联合
概率分布(物理的或贝叶斯的D  分析变量之间的相互关系 利用贝叶斯定理揭示的学习和统计
推断功能 实现预测 ~分类 ~聚类 ~因果分析等数据采掘任务 O
关于一组变量 X = {X1 X    Xn} 的贝叶斯网络由以下两部分组成: ( iD 一个表示 X 中

的变量的条件独立断言的网络结构 S; ( iiD 与每一个变量相联系的局部概率分布集合 PO 两者
定义了 X 的联合概率分布 O S是一个有向无环图 S中的节点一对一地对应于 X 中的变量 O 以

Xz 表示变量以及该变量对应的节点 Paz 表示 S中的 Xz 的父节点 O S的节点之间缺省弧线则表
示条件独立 O X 的联合概率分布表示为:

p( D = H
n

z= 1
p( z pazD  ( D
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如果  表示( 3) 式中的局部概率分布,即乘积中的项 p(Iz I  cz) ( z = 1, 2, ~ , n) ,则二元组(S,
 ) 表示了联合概率分布 p(X) O当仅仅从先验信息出发建立贝叶斯网络时,该概率分布是贝叶
斯的(主观的) O当从数据出发进行学习,进而建立贝叶斯网络时,该概率是物理的(客观的) O贝
叶斯网络的语义如下:

( i) 贝叶斯网络对给定网络结构 S编码了一组变量X= {X1, X2, ~ , Xn} 的联合概率分布:

p(I) = H
n

z= 1
p(Iz I pcz) .

( ii) 贝叶斯网络表示条件独立及因果关系 O
所谓 Xz 对于{X1, X2, ~ , Xz-1} \hz 条件独立意味着变量 Xz 只依赖于变量集{X1, X2, ~ ,

Xz-1} 中的某些变量 hz( z = 1, 2, ~ , n) ,而与{X1, X2, ~ , Xz-1} \hz 中的变量无关 O前一种情况
在贝叶斯网络中表现为变量之间有弧线连接,而后一种情况表现为变量之间无弧线连接 O

( iii) 贝叶斯网络是概率的分类 / 回归模型 O
假设一组变量 X = (X1, X2, ~ , Xn) 的物理联合概率分布可以编码在某个网络结构 S中:

p(II  s, S ) = H
n

z= 1
p(Iz I pcz,  z, S ) , ( 3)

其中 z是分布 p(Iz I pcz,  z, S ) 的参数向量,  s是参数组( 1,  2, ~ ,  n) 构成的向量,而 S 表示物
理联合分布可以依照 S分解的假设 O将分布 p(Iz I pcz,  z, S ) 看成的 z函数,并称为局部分布函
数 O局部分布函数其实只是一个概率分类或回归函数,在离散变量情形是分类,在连续变量情
形是回归 O 于是,贝叶斯网络可以看成由条件独立关系组成的概率分类 / 回归模型的集合 O 如
线性回归 ~扩展的线性回归 ~概率神经网络 ~概率决策树等,都是该集合的例子 O在大多数情形,
都可以用贝叶斯方法进行学习 O

3 贝叶斯网络的参数学习

现在考虑这样的问题:给定贝叶斯网络的结构,如何利用给定样本数据去学习网络的参数
的概率分布,即更新网络变量原有的先验分布 O我们假设变量组 X = (X1, X2, ~ , Xn) 的物理
联合概率分布可以编码在某个网络结构 S中:

p(II  s, S ) = H
n

z= 1
p(Iz I pcz,  z, S ) , ( 4)

其中各项的解释与( 3) 式相同 O S 表示物理联合分布可以依照S被分解的假设 O此外,假设我们
从 X 的联合概率分布得到一个随机样本 D = {X1, ~ , Xn} O D的一个元素 XZ 表示样本的一个
观测值,称为一个例子或案例 O 我们定义一个取向量值的变量 @s表示对于参数向量  s的不确
定性,并指派一个先验概率密度函数 p( sI S ) O于是在贝叶斯网络中对参数的学习问题可以简
单地表示成:给定随机样本 D,计算后验分布 p( sI D, S ) O
3. 1 具有完整数据的贝叶斯网络的学习
我们采用无约束多项分布来讨论学习参数的基本思想 O 假定每个变量 X E Xn 是离散的,

有 1z个可能的值 I1z , I
2
z , ~ , Iz1z ,每个局部分布函数是一组多项分布的集合,一个分布对应于 pcz

的一个构成(即一个分量) O也就是说,假定

p(Ikz I pcjz ,  z, S ) =  zjk > O ( z = 1, 2, ~ , n; j = 1, 2, ~ , gz; k = 1, 2, ~ , 1z) , ( 5)
其中 pc1z , pc2z , ~ , pcgzz 表示 pcz的构成, gz = H

XzE  cz
1zO  z = ( ( zjk) 1Zk= 2) gzj= 1是参数,  zj1没有列入,因为
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 Lj1 = 1  E
1j

k= 1
 ljk 可以通过计算得到,为方便起见 定义参数向量:

 Lj = ( Lj2  Lj3 ~   Lj1L ) ( L = 1 2 ~  n j = 1 2 ~  gL) .
给定以上的局部分布函数后 在以下两个假设之下 我们可以以封闭的形式有效地计算后

验分布 P( SI   S ) :
1) 在随机样本  中没有缺损数据 这时又称  是完全的 
2) 参数向量  Lj 量是相互独立的 即所谓参数独立假设 也就是说:

P( SI S ) = H
n

L= 1
H
gL

j= 1
P( Lj I S ) .

在以上两个假设下 对于给定的随机样本   参数仍然保持独立:

P( SI   S ) = H
n

L= 1
H
gL

j= 1
P( Lj I   S )  

于是我们可以像一个变量的情形那样相互独立地更新每一个参数向量  Lj,假设每一个参数向
量  Lj 有先验 Dirichlet 分布 Dir( Lj I OLj1 OLj2 ~  OLj1L )  我们得到后验分布:

P( Lj I   S ) = Dir( Lj I OLj1 + NLj1 OLj2 + NLj2 ~  OLj1L + NLj1L )  ( 6)
其中NLjk是当 XL = IkL 且 PaL = PajL 时 中的案例数目,由于无约束多项分布属于指数家族 上
面的计算将变得简单,
3. 2 具有不完整数据的贝叶斯网络学习
仍以无约束多项分布为例来讨论具有不完整数据的统计学习问题,设 Y X~ Z X分别

表示观察到的和未观察到的变量 假定缺损的数据与变量的状态无关 并假定参数相互独立 
可用如下的式子来计算参数  S对于不完整数据 Y 的后验分布:

P( SI Y S ) = E
 
P(ZI Y S )P( SI Y Z S ) .

一般来说 对于任意的局部分布和先验分布 要精确计算参数  S后验分布是比较困难的 
此时常借助于一些近似方法来处理,

4 具有不确定结构的贝叶斯网络学习

如果对网络的结构也不能确定 那么也可能通过学习来获得网络结构 建立网络,
首先假定网络结构是可以改进的,按照贝叶斯方法 定义一个离散变量表示我们对于网络

结构的不确定性 其状态对应于可能的网络结构假设 S  并赋予先验概率分布 P(S ) ,给定随
机样本 ( 来自X的物理概率分布)  参数后验概率分布 P( SI   S ) 的计算方法与上一节类
似,结构后验分布 P(S I  ) 的计算至少在原理上是简单的,根据贝叶斯定理有:

P(S I  ) = P(S   ) /P( ) = P(S )P( I S ) /P( )  ( 7)
其中 P( ) 是一个与结构无关的正规化常数 P(S ) 是结构先验 P( I S ) 是边界似然,
在指数分布族 ~ 参数独立 ~ 参数共轭先验和完整数据的条件下 边界似然可以封闭的形式

有效地计算,在无约束多项分布 ~参数独立 ~采用 Dirichlet 先验和数据完整的前提下 参数向量

 Lj 可以独立地更新,数据的边界似然正好等于每一个 L  j 对的边界似然的乘积:

P( I S ) = H
n

L= 1
H
gL

j= 1

P( OLj)
P( OLj + NLj) - H

1L

k= 1

P( OLjk + NLjk)
P( OLjk)  ( 8)

对网络结构不确定的贝叶斯网络学习的主要困难也在于计算量的繁重 也常采用近似计算,
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s 学习实例

下面是一个使用贝叶斯网络进行数据采掘和知识发现的应用实例[3] 数据来自华盛顿高
级中学的 10 318 名高年级学生 每个学生用表 1 中所列变量及其应的状态来描述 

表 1

=
==

变量及性状描述

=
==

变 量 性状描述 变 量 性状描述

性别( SEXD 男 ~女 升学计划( PD 是 ~

=
==

否

社会经济状态( SESD 低 ~中下 ~中上 ~高 家长的鼓励( PED 低 ~

=
==

高

智商( IOD 低 ~中下 ~中上 ~高

目的是从数据中发现影响高中学生上大学意向的因素 即存在于这些变量之间的可能的因果
关系 数据已经整理成如表 2 的充分统计量 

表 2 充分统计量

男生 4 349 13 64 9 207 33 72 12 126 38 54 10 67 49 43

2 232 27 84 7 201 64 95 12 115 93 92 17 79 119 59

8 166 47 91 6 120 74 110 17 92 148 100 6 42 198 73

4 48 39 57 5 47 132 90 9 41 224 65 8 17 414 54

女生 5 454 9 44 5 312 14 47 8 216 20 35 13 96 28 24

11 285 29 61 19 236 47 88 12 164 62 85 15 113 72 50

7 163 36 72 13 193 75 90 12 174 91 100 20 81 142 77

6 50 36 58 5 70 110 76 12 48 230 81 13 49 360 98

表中每个数据表示: 对于 5 个变量取值的某种组合 (构成D 统计所得到的人数 例如 第一个数据表示对 ( SEX=男 SES

= 低 IO=低 PE=低  P=是D 这种组合统计得到的人数为 4 人 第二个数据则表示对 ( SEX=男 SES=低 IO=低 

PE=低  P=否D 这种组合统计得到的人数为 349 人 其后的数据依次表示轮换每个变量可能的状态统计得到的人数 变

量依照从右到左的顺序轮换 状态则按照表 1 列出各变量状态的顺序轮换 如此等等 依次类推 

首先假定没有隐藏变量 为了生成网络参数的先验 使用容量为 5 的等价样本和一个带
有一致的 p(XI Shc D 的先验网络 除了排除的 SEX 和 SES有父节点 ~  P 有子节点的结构之外 
假定所有的网络结构都同等可能 因为数据集是完整的 可以用 ( 7D 式 ~ ( 8D 式来计算网络
结构的后验概率 进行所有网络结构的穷举
搜索后 发现两个最相似的网络结构如图 1 
请注意 最相似的结构的后验概率也是极端
接近的 如果采纳因果马尔可夫假设 并假
设没有隐藏变量 则在两个图中的弧都可以
有因果的解释 其中一些结果 例如社会经
济状态和智商对升学愿望的影响 并不使人

Log p(DI Sh1D ~- 45 653 Log p(DI Sh2D ~- 45 699

p(Sh1 I DD ~ 1. 0 p(Sh2 I DD ~ 1. 2 > 10-10

图 1 没有隐藏变量的后验最可能的网络结构

意外 另一些结果更有趣: 从两个图中都可以得到性别对升学愿望的影响仅是不直接地通过
父母的影响体现出来 此外 两个图的不同仅在于 PE 和 IO之间的弧的方向 两个不同的因
果关系似乎都是有道理的 右边的网络曾经由 SPir eS等[4]用非贝叶斯方法于 1993 年选出 

941第 4 期 增刊 胡振宇等: 贝叶斯网络中的贝叶斯学习



最值得怀疑的结果是: 社会经济状况对智商有直接的影响 为了考证这个结果 将图 1 中
原来模型的直接影响用一个指向 SES和 IO的隐藏变量代替 考虑这样的模型的各种最可能
的 情 况 使 用

Laplace 逼 近 的

Cheeseman Stut 
变体 5 计算这些模

型的后验概率 使
用 EM 算法 并在
带有不同的随机初

始化的   的1OO 次 图 2 带有隐藏变量的后验最可能的网络结构

运行中取最大局部极大 来找最大后验     结果证实确有一个隐藏变量 分析图 2 的概率可
知 隐藏变量对应于  家长的素质  

6 结语

与非贝叶斯方法相比 贝叶斯方法的特出特点是其学习机制可以综合先验信息和后验信
息 既可避免只使用先验信息可能带来的主观偏见 和缺乏样本信息时的大量盲目搜索与计
算 也可避免只使用样本信息带来的噪音的影响 只要合理地确定先验 就可以进行有效的
学习 因此 适用于具有概率统计特征的数据采掘和机器发现问题 尤其是样本难得的问题 
贝叶斯方法遇到的一个重大的问题是先验分布的确定依据的只是一些准则 没有可操作的完
整的理论 在许多情况下先验分布的合理性和准确性难以评价 将贝叶斯方法用于学习 其
学习机制的基础理论还有待进一步深入研究 
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