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一类具有时滞模型的平稳周期振荡

On the EXistence and Stabil ity of Periodic
Solutions for a Class of Eguations with Delay

秦发金 欧伯群

Gin Fajin Ou BOgun

(柳州师范专科学校数学系 柳州 545003) (钦州师范专科学校数学系 钦州 535000)
(Dept. Of Math. , LiuzhOu (Dept. Of Math. , GinzhOu

Teachers COllege, LiuzhOu, 545003) Teachers COllege, GinzhOu, 535000)

摘要 研究一类具有时滞模型: u- z( t) = - Zz( t) uz( t) -E
n

j= 1
Tzj ( t) fj( uj ( t - Z) ) - 1z( t, uz) 的周

期振荡 , 利用重合度和 V-泛函方法 , 得到了该模型存在唯一稳定的周期振荡条件 ~ 推广和改

进了文献[1]的结果 .
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Abstract By using cOincidence degree and LiapunOV functiOnal, sOme suf f icient
cOnditiOns are Obtained fOr the existence, unigueness and stability Of periOdic sOlu-

tiOns fOr a class Of eguatiOns With delay : u- z( t) = - Zz( t) uz( t) - E
n

j= 1
Tzj( t) fj( uj( t

- Z) ) - 1z( t, uz) .
Key words delay, periOdic OscillatiOn, cOincidence-degree

l 引理

文献[1]讨论了一类具有周期输入的时滞 ~Opf ield 型神经网络:

u- z( t) = - Zz( t) uz( t) - E
n

j= 1
Tzj( t) fj( uj( t - Z) ) - 1z( t) ,

其中 Zz > 0, ( z = 1, 2, , n) ; fj( uj( t) ) , ( j = 1, 2, , n) 为连续的非线性激励函数, Tzj 为模拟

神经元之间互联的突触特性, 从实际背景看, 由于网络的老化和更新, Tzj 一般不是常数, 而是

随时间变化的函数(即Tzj( t) 函数) , f 的转换作用也不是瞬时完成的,而是具有一定的滞后.考
虑到生态系统环境周期性变化或干扰,本文研究更一般的时滞模型:

u- z( t) = - Zz( t) uz( t) - E
n

j= 1
Tzj( t) fj( uj( t - Z) ) - 1z( t, uz) , ( 1)



其中 T > O 为时滞, bz( t) , Tzj( t) , 1z( t, uz) 为连续的 w 周期函数, fj( uj) 为连续函数( z, j = 1, 2,
~ , n) ,并证明,在适当条件下,模型( 1) 存在唯一渐近稳定的周期解(平稳周期振荡) .

为了叙述方便,令 u = ( u1( t) , u2( t) , ~ , un( t) ) T

f( u( t - T) ) = ( f1( u1( t - T) ) , f2( u2( t - T) ) , ~ , fn( un( t - T) ) T,
1( t, u) = ( 11( t, u1) , 12( t, u2) , ~ , 1n( t, un) ) T,

B( t) =

b1( t)
b2( t)
~

bn

T

L

 

J( t)

; T( t) =

T11( t) T12( t) ~ T1n( t)
T21( t) T22( t) ~ T2n( t)~ ~ ~ ~

Tn1( t) Tn2( t) ~ Tnn

T

L

 

J( t)

.

则模型( 1) 可化为 u- ( t) = - B( t) u( t) - T( t) f( u( t - T) ) - 1( t, u) , ( 2)
考虑 Banach 空间 X 中的算子方程 , Lu = ANu; A E [O, 1],
这里 L, DOmL  X - X 是线性算子, A E [O, 1]为参数.

令 P, @为两个投影算子; P, DOmL  X - kerL, @, X - X/imL,
则有如下引理 ,

引理[3] 假设 X为 Banach 空间, L是指标为零的 FredhOlm算子, N, 0 - X在 0 上 L紧,
其中 0 为 X 中的有界开集,进一步假设

( a)Lu a ANu, V A E ( O, 1) , V u E 80  DOmL,
( b)@Nu a O, V u E 80  ker L,
( c) deg{@Nu, 0  kerL, O} a O,

则 Lu = Nu 在 0 中至少有一解.
设 X = {u( t) E  (R, Rn) , u( t - w) = u( t) } ,定义其模为  u = max

[O, w]
\ u( t) \ ,则 X在这

个模及通常内积下成为 Banach 空间,又令

Lu = u- ( t) , Nu = - B( t) u( t) - T( t) f( u( t - T) ) - 1( t, u) ,

投影算子 P, @取为 , Pu = @u = 1
w 

w

O
u( t) dt, u( t) E X,

易证, L是指标为零的 FredhOlm 算子, N在 0 上 L紧,其中 0 为 X中的有界开集,对应算

子方程 , Lu = ANu, A E [O , 1],
有 u- = A(- B( t) u - T( t) f( u( t - T) ) - 1( t, u) ) A E [O, 1],
当 A = 1 时,上式即为要研究的方程( 2) .

z 结果

记 K = max
[O, w]
 T( t)  ,  T( t)  为矩阵 T( t) 的模,

定理 1 假设存在常数 b > O,  1 > O, c1 > O,  2 > O, c2 > O,且 k 1 -  2 < b 满足条件 ,
1) \ f( t, u) \   1 \ u \ - c1, V u E Rn,
2) \ 1( t, u) \   2 \ u \ - c2, V u E Rn,
3)B( t) > b1( 1为单位矩阵) ,

则方程( 2) 至少有一个 w 周期解.
证明 考虑算子方程 , Lu = ANu, A E ( O, 1) ,

即 u- = A(- B( t) u - T( t) f( u( t - T) - 1( t, u) ) , A E ( O, 1) , ( 3)
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设 u( t) 是( 3) 的任一 z 周期解 下面证明 u( t) 关于 / 一致有界 
( 3) 式两边同乘以 u( t)  并从 O 到 z 积分得

O = 
z

O
uTu dt = - / 

z

O
uTB( t) udt + / 

z

O
uTT( t) f( u( t - Z) ) dt + / 

z

O
uT1( t u) dt 

于是有 Z 
z

O
\ u \ Z dt g 

z

O
\ uTT( t) f( u( t - Z) ) \ dt + 

z

O
\ uT1( t u) \ dt g k 

z

O
\ u \ (:1 \ u( t - Z) \ +

c1) dt + 
z

O
\ u \ (:Z \ u \ + cZ ) dt = k:1 

z

O
\ u \ \ u( t - Z) \ dt + :Z 

z

O
\ u \ Z dt + ( kc1 + cZ ) 

z

O
\ u \ dt g

k:1( 
z

O
\ u \ Z dt)

1
Z ( 

z

O
\ u( t - Z) \ Z dt)

1
Z + :Z 

z

O
\ u \ Z dt + ( kc1 + cZ ) 

z

O
\ u \ dt) .

由 u( t - Z) 的周期性可知  
z

O
\ u( t - Z) \ dt = 

z

O
\ u( t) \ dt 

从 而 有 Z 
z

O
\ u( t) \ Z dt g ( k:1 + :Z ) 

z

O
\ u( t) \ Z dt + ( kc1 + cZ ) 

z

O
\ u( t) \ dt g ( k:1 +

:Z ) 
z

O
\ u( t) \ Z dt + ( kc1 + cZ ~) z ( 

z

O
\ u( t) \ Z dt)

1
Z  

则有 ( Z - k:1 - :Z) 
z

O
\ u( t) \ Z dt g ( kc1 + cZ ~) z ( 

z

O
\ u( t) \ Z dt)

1
Z  

即有  
z

O
\ u( t) \ Z dt g kc1 + cZ

Z - k:1 - :( DZ
Z

z g R1. ( 4)

由( 4) 式知 H tO E [O z] 使得 \ u( tO ) \ g R1~ z .

于是 u( t) = u( tO ) + 
t

tO
u ( s) ds t E [O z] 

\ u( t) \ g \ u( tO ) \ + 
z

O
\ u ( t) \ dt ( 5)

又有( 3) 式直接可得

 
z

O
\ u ( t) \ dt g 

z

O
\ B( t) u\ dt + 

z

O
\ T( t) f( u( t - Z) ) \ dt + 

z

O
\ 1( t u) \ dt g  B( t)   

z

O
\ u \ dt

+ k 
z

O
(:1 \ u( t - Z) \ + c1) dt + 

z

O
(:Z \ u \ + cZ ) dt = (  B( t)  + k:1 + :Z ) 

z

O
\ u \ dt + ( kc1 +

cZ )z g (  B( t)  + k:1 + :Z ~) z ( 
z

O
\ u \ Z dt)

1
Z + ( kc1 + cZ )z g (  B( t)  + k:1 + :Z )

R1~ z + ( kc1 + cZ )z g RZ  ( 6)

由( 5) ~ ( 6) 式可得 \ u( t) \ g R1~ z + RZ g R3. ( 7)

令 RO = maX{R3 
kc1 + cZ

Z - k:1 - :Z }  D = {u( t) E X\  u( t)  < RO}  

则当 u E GD O kerL 时 显然有 Lu ? /Nu / E ( O 1)  
即引理的条件( a) 成立 又对 V u E GD O kerL 时 u 为常数 即 \ u \ = RO 且有

uT(GNu) = - uTB( t) u + uTT( t) f( u) + uT1( t u) g- Z\ u \ Z + k:1 \ u \ Z + kc1 \ u \ + :Z \ u \ Z

+ cZ \ u \ = - ( Z - k:1 - :Z) \ u \ Z + ( kc1 + cZ ) \ u \ < O 
故当 u E GD O kerL 时 GNu ? O 即引理的条件( 1) 成立.
又令 F( u u) = - uu + ( 1 - u)GNu 
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则当 M E 80 { kerL 时, MTF( u, M) < 0,由同伦不变性知

deg{ONM, 0 { kerL, 0} = deg{- M, 0 { kerL, 0} 9 0,
即引理的条件( c) 成立. 因此, 由引理知, LM = NM 在 X 中至少有一个解,
即方程( 2) 至少存在一个 Z 周期解.

定理 2 假设定理 1 的条件成立,且满足

\ f z / ( Mz) \ S 6, ( z = 1, 2, -, n) , 81z
8Mz

S l, ( z = 1, 2, -, n) ,

当下列条件之一成立:

( i) k6 + l < b, ( ii) 1
2 k( 1 + 62) + l < b,

( iii) 1
2 6( 1 + k2) + l < b, ( iv) 1

2 ( k
2 + 62) + l < b,

则方程( 2) 的 Z 周期解唯一且是渐近稳定的.
证明 设 M ( z) 是( 2) 的 Z 周期解, M( z) 是( 2) 的任一解,则有

M
-

( z) = - B( z) M ( z) + T( z) f / ( M ( z - T) ) + 1( z, M )
M { ( z) = - B( z) M( z) + T( z) f / ( M( z - T) ) + 1( z, M)

,

令 y( z) = M( z) - M ( z) ,可得

y ( z) = - B( z) y( z) + f / ( ( z) ) y( z - T) + 1M/ ( z, 7( z) , y( z) ) , ( 8)
其中 f / ( ( z) ) = ( f1 / ( 1( z) ) , -, fn / ( n( z) ) ) T,  z( z) 介于 M z( z - T) 与 Mz( z - T) 之间, z = 1, 2,
-, n.

7( z) = ( 71( z) , 72( z) , -, 7n( z) ) T, 7z( z) 介于 M z( z) 与 Mz( z) 之间, z = 1, 2, -, n.
( I ) 设条件( i) 成立,考虑 Liapunov 泛函为

V1( z) = V1( y) ( z) = 1
2 y

2( z) + 1
2 k6 

z

z-T
y2( S) dS, ( 9)

则有

V
-

1 \ ( 8) = yT( z) (- B( z) y( z) + T( z) f / ( ( z) ) y( z - T) + 1M/ ( z, 7( z) ) y( z) ) + 1
2 k6y

2( z) -

1
2 k6y

2( z - T) S- by2( z) + k6\ y( z) \ \ y( z - T) \ + ly2( z) + 1
2 k6y

2( z) - 1
2 k6y

2( z - T) S

(- b + l + 1
2 k6) y

2( z) + 1
2 k6( y

2( z) + y2( z - T) ) - 1
2 k6y

2( z - T) = - ( b - k6 - l) y2( z) .

( 10)
由( 10) 式可得

V1( y) ( z) + ( b - k6 - l) 
z

0
y2( S) dS S V1( y) ( 0) 则  

O

0
y2( z) dz < O.

由定理 1的证明可知, M( z) , M ( z) 在( 0, + O) 有界,于是可推出 y( z) 与 y ( z) 在( 0, + O)
有界,从而 y2( z) 在( 0, + O) 一致连续,由 Barbalat 引理[2],可知lim

z-O
y2( z) = 0,即lim

z-O
y( z) = 0,

故方程( 2) 的 Z 周期解唯一且是渐近稳定的.
( I ) 设条件( ii) , ( iii) , ( iv) 成立时,分别考虑 Liapunov 泛函为

V2( z) = V2( y) ( z) = 1
2 y

2( z) + 1
2 k 

z

z-T
y2( S) dS, ( 11)

V3( z) = V3( y) ( z) = 1
2 y

2( z) + 1
2 6 

z

z-T
y2( S) dS, ( 12)
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V4( t) = V4( y) ( t) = l
2 y

2( t) + l
2 k

2 
t

t-r
y2( S) dS ( l3)

用类似于( I ) 的分析 估计方法进行化简得

V
'

2 \ ( 8)  - ( b - l
2 k -

l
2 k8

2 -  )y2( t)  ( l4)

V
'

3 \ ( 8)  - ( b - l
2 8 -

l
2 k

28 -  )y2( t)  ( l5)

V
'

4 \ ( 8)  - ( b - l
2 k

2 - l
2 8

2 -  )y2( t)  ( l6)

利用( l4) ~ ( l5) ~ ( l6)式仿 ( I )可证本定理结论成立.
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(上接第 56 页 Continue f rom page 56)

即  Sl ( t) - S2( t)  2 l
B  Sl ( S) - S2( S)  eXp(- D( t - S) )  ( t 2 S) .

这样当 t -+  时 上式右端趋于 +   这与sup
t k
{  Sl ( t) - S2( t)  } < B矛盾. 这个矛盾说

明方程( l )的概周期解是唯一的.
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