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一类非线性系统概周期解的存在唯一性

On the Existence and Unigueness of Almost Periodic
Solutions for a Class of Nonlinear Systems

庄兴义

Zhuang xingyi

(梧州师范专科学校数学系 广西贺州 542800)
(Dept. of Mathematics, Wuzhou Teachers College, ~ezhou, Guangxi, 542800)

摘要 用渐近概周期函数法研究一类非线性微分方程 ; x/ = A( t, x) x - g( t, x) 的概周期解

的存在唯一性 , 得到保证该方程存在唯一概周期的充分性条件 .
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Abstract The approximation almost periodic function method Was used to study
the existence and unigueness of almost periodic solution of a class of nonlinear dif -
ferential eguations; x/ = A( t, x) x - g( t, x) . A suf f icient condition is obtained.
Key words nonlinear dif ferential eguation, almost periodic solution, existence
and unigueness

非线性微分方程解的各种性态, 由于有着很强的实际应用背景, 一直是理论工作者研究

的重要课题. 本文运用渐近概周期函数法研究方程 ( 1) 概周期解的存在性及唯一性.
考虑非线性微分方程

x/ = A( t, x) x - g( t, x) , ( 1)
其中 t E R, x E Rn , A( t, x) = (czj) n> n 是连续的函数矩阵,这里 czj = czj( t, x) , g( t, x) 是 R > Rn

上的一个 n维连续函数.文献 1, 2 研究了方程( 1) 周期解的存在性问题 文献 3 运用指数二

分法和算子理论得到了下述结果 ;
定理 设 A( t, x) 在 R >  上一致连续, 为 Rn 中任一紧集, 又存在实对称非奇异矩阵

 ( t) E  / 使得 ;
1) 存在常数  使对一切 t E R 有   ( t)     
2) ( t) 的特征根  z( t) 满足   z( t)     0, 为某常数, z = 1, 2, , n.设  ( t) 有 k 个特

征根为负, n - k 个为正 
3) 对称矩阵 M( t, x) =  ( t)A( t, x) - A% ( t, x) ( t) -  / ( t) 的所有特征根, z( t, x) , z =



1, 2, ., n,对     RO, t E R 满足  z( t,  )  -  < O,  和 RO 均为常数;

4) 1RO Sup
    RO , tE R

 g( t,  )     ~ P /4PM,
则方程( 1) 至少有一概周期解.

本文运用渐近概周期函数法不但研究了方程( 1) 概周期解的存在性,而且研究了唯一性.
相比之下,我们的条件较为容易验证.

定义 1 设 f( t,  ) E C(R > 0 , Rn) , 0  Rn 是开集,若对 V E > O 和 0 中的任意紧集 S,
存在 l = l( E, S) > O,使得任一长度为 l的区间中至少有一个 T满足

 f ( t + T,  ) - f( t,  )  < E,
对 V t E R 和 V  E S成立,则称 f( t,  ) 关于 t 对  E 0 是一致概周期的.

由定义可知,周期函数是概周期函数的特例.
定义 2 若 f( t) 是由一个连续概周期函数 p( t) 和一个定义在 R+ 上,当 t - G 时趋于 O

的连续函数 @( t) 之和,即

f( t) = p( t) + @( t) ,
则称 f( t) 是一个渐近概周期函数.

一个概周期函数 f( t) 的平均值记为M(f) ,即M(f) = 1im
T-+G

1
T 

T

O
f( t) dt,对于 E Rn,取

其范数    =  
n

j= 1
  j  ,对于矩阵 A = (czj) n> n,取它的范数为  A =  

n

j= 1
 
n

z= 1
 czj  .

对于方程( 1) ,我们假定下述条件成立.
( i)A( t,  ) 是关于 t对 E S(这里 S是 Rn 中的任一紧集) 一致概周期的 n > n函数矩阵,

g( t,  ) 也是关于 t 对  E S一致概周期的;

( ii) 记 =  ( t,  ) = min
1 j n

{cjj( t,  ) -  
n

z= 1, z j
 czj( t,  )  , t E R,  E Rn} ,且M( ) = c1 > O;

( iii) 存在一个非负概周期函数 Z( t) 满足M(Z( t) ) = Z1 < c1( c1由条件( ii) 给出) 使得对 V t
E R,  和 y E Rn 都有下式成立:

 g( t,  ) - g( t, y)   Z( t)   - y .
定理 1 假设条件( i) ~ ( iii) 成立,则方程( 1) 存在唯一概周期解.
在证明定理 1 之前,先叙述文献[4]中的一个有用的引理.
引理 1 设 f( t) 是一个概周期函数,若 M(f) = - 7 < O,则对 V T E R 有

GXp( 
t

S
f( u + T) du)  B GXp(-  ( t - S) ) , t 2 S,

其中  A B是不依赖于 T的正常数.
定理 1 的证明:
因为 g( t, O) 是概周期函数,所以存在着正常数 L,使得  g( t, O)   L.
设  ( t) 是方程( 1) 的任一解,考虑 V 函数

V( t) = -   ( t)  = -  
n

z= 1
  z( t)  , ( 2)

于是沿着方程( 1) 的解计算 V( t) 的导数,有

V/ ( t) = -  
n

z= 1
Sgn z( t)

d z
dt = -  

n

z= 1
Sgn z( t) ( 

n

j= 1
czj j( t) + gz( t,  ) )  - c11   1( t)  +
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I c12 I I I2( t) I -  - I c1n I I In( t) I - I c21 I I I1( t) I - c22 I I2( t) I - I c23 I I3( t) I -  -
I c2n I I In( t) I -  - I cn1 I I I1( t) I -  - I cnn-1 I I In-1( t) I - cnn I In( t) I -  g( t I)   -

Z
n

J= 1
( cJJ - Z

n

I= 1 I= J
I cIJ I ) I IJ( t) I -  g( t I) - g( t O)  -  g( t O)   - o( t I)Z

n

J= 1
I IJ( t) I -

b( t)  I( t)  - L = ( o( t I) - b( t) ) V( t) - L ( 3)

其中 cIJ = cIJ( t I) . Sg1II( t) =
1 II( t) > O 
- 1 II

<
 

L ( t) < O.
设 t  O 在区间[t O] 上积分上式得

V( O) - V( t) exp ( 
O

t
( o( z I) - b( z) ) dz  L 

O

t
exp( 

O

s
( o( z I) - b( z) ) dz) ds.

即有

- V( t)  - V( O) exp( - 
O

t
( o( z I) - b( z) ) dz - L 

O

t
exp( - 

s

t
( o( z I) - b( z) ) dz) ds 

即

 I( t)    I( O)  exp( -  
O

t
( o( z I) - b( z) ) dz) - L 

O

t
exp( -  

s

t
( o( z I) -

b( z) ) dz) ds ( t  O) .
因为 M( - o - b( t) ) = - M( o) - M( b( t) )  故由定理条件得 M( - o - b( t) ) = - c1 - b1

< O.
由引理 1 可知存在正常数 o B 使得

exp - 
s

t
( o( z I) - b( z) ) dz  Bexp( - o( s - t) )  ( s Z t) .

由此推得

 I( t)    I( O)  exp( ot) - L 
O

t
Bexp( - o( s- t) ) ds= B I( O)  - LB

o ( 1 - exp( ot) )

 B I( O)  - LB
o  ( t  O) .

因此 方程( 1) 的任一解 I( t) 当 t  O 时有界. 无妨设此界为 KO 即对 t  O 有  I( t)   KO.
现在取 zJ < O( J = 1 2  ) 且 zJ -- >( J -- >)  由于{I( zJ) } 是一个有界序列 故存在

{ zJ} 的一个子序列(不妨仍记为{ zJ} ) 是收敛的. 记 S = {IG I E Rn 且  I  KO}  因为 g( t 
I) 关于 t 对 I E S是一致概周期的 A( t I) 也是关于 t 对 I E S一致概周期函数矩阵 故存在

子序列{ tk} C { zJ} 使得{g( t - tk I} 以及{A( t - tk I} 在 R > S上一致收敛:
下面证明{I( t - tk) } 在 R- 上是一致收敛的.
记 Zk( t) = I( t - tk)  则 Zk( t) 是方程

dZ
dt = A( t - tk Z) Z - g( t - tk Z)  ( 4)

过点( O I( tk) ) 的解 且当 t  O 时  Zk( t)   KO.

记 W( t) = -  I( t - tk) - I( t - tm)  = - Z
n

I= 1
I II( t - tk) - II( t - tm) I  

于是沿着( 4) 式的解计算 W( t) 的导数得

W ( t) = - Z
n

I= 1
Sg1( II( t - tk) - II( t - tm) ) ( dII( t - tk)

dt - dII( t - tm)
dt ) = - Z

n

I= 1
Sg1( II( t

- tk) - II( t - tm) ) {Z
n

J= 1
cIJ( t - tk I( t - tk) ) IJ( t - tk) - Z

n

J= 1
cIJ( t - tm I( t - tm) ) IJ( t - tm)
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+ gz( z + zk, x( z + zk) - gz( z + zm, x( z + zm) ) } = - E
n

z= 1
Sgn( xz( z + zk) - xz( z + zm) ) {E

n

j= 1
czj( z

+ zk, x( z + zk) ( xj( z + zk) - xj( z + zm) ) + E
n

j= 1
( czj( z + zk, x( z + zk) ) - czj( z + zm, x( z + zm) ) xj( z

+ zm) ) + (gz( z + zk, x( z + zk) ) - gz( z + zk, x( z + zm) ) ) + (gz( z + zk, x( z + zm) ) - gz( z + zm,

x( z + zm) ) ) <- E
n

j= 1
{czj( z + zk, x( z + zk) ) - E

n

z= 1, z9 j
I czj( z + zk, x( z + zk) ) }  xj( z + zk) - xj( z

+ zm)  +  A( z + zk, x( z + zk) ) - A( z + zm, x( z + zm) )   x( z + zm)  +  g( z + zk, x( z
+ zk) ) - g( z + zk, x( z + zm) )  +  g( z + zk, x( z + zm) ) - g( z + zm, x( z + zm) )  <-  ( z
+ zk, x( z + zk) )  x( z + zk) - x( z + zm)  + b( z + zk)  x( z + zk) - x( z + zm) )  + kON1 +
N2 = [ ( z + zk, x( z + zk) ) - b( z + zk) ]W( z) + kON1 + N2, ( 5)
其中 N1 = Sup

z<O, xE s
{  A( z + zk, x( z + zk) ) - A( z + zm, x( z + zm) )  } ;

N2 = Sup
z<O, xE s

{  g( z + zk, x( z + zm) ) - g( z + zm, x( z + zm) )  } .

对 z < O,积分( 5) 式立即可以推出

 x( z + zk) - x( z + zm)  < B x( zk) - x( zm)  + B( kON1 + N2)
 . ( 6)

因为{x( rj) } 收敛,故对 V   O,存在自然数 A1 充分大使得当 k 和 m  A1 时有

 x( zk) - x( zm)    
 B . ( 7)

又{A( z + zk, x( z + zk) ) } 在 R X  上也一致收敛,因此,存在自然数 A2 充分大使得当 k 和 m  
A2 时有

N1    
 BkO . ( )

又由于{g( z + zk, x( z + zk) ) } 在 R X  上也是一致收敛的.因此又存在自然数 A 充分大使得当

k 和 m  A 时有

N2    
 B . ( )

我们取 A =   x{A1, A2, A } ,则由( 6)  ( ) 式可知当 k 和 m  A 时有

 x( z + zk) - x( z + zm)   B  
 B + kOB

    
 BkO +

B
    

 B =  ( z < O) . ( 1O)

这说明{x( z + zk) } 在 R- 上一致收敛,因此, x( z) 是方程( 1) 的一个渐近概周期解.由文献[ ]
定理 2 1, x( z) 的概周期部分即是方程( 1) 的概周期解.

现 在再设 g1( z) 及 g2( z) 是方程 ( 1) 的两个不同的概周期解, 因此, 存在正常数  使得.
Sup
zE R

{  g1( z) - g2( z)  }   .另一方面,记

U( z) = -  g1( z) - g2( z)  ,相仿上述证明过程可知

U/ ( z) < [ ( z, x) - b( z) ]U( z) . ( 11)
于是有

- U( s) <- U( z) exp (- 
z

s
[ ( r, x) - b( r) ] dr) <- U( z) B exp(-  ( z - s) ) , ( z 2 s) ,

(下转第 61 页 Continue on p ge 61)
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V4( t) = V4( y) ( t) = l
2 y

2( t) + l
2 k

2 
t

t-r
y2( S) dS ( l3)

用类似于( I ) 的分析 估计方法进行化简得

V
'

2 \ ( 8)  - ( b - l
2 k -

l
2 k8

2 -  )y2( t)  ( l4)

V
'

3 \ ( 8)  - ( b - l
2 8 -

l
2 k

28 -  )y2( t)  ( l5)

V
'

4 \ ( 8)  - ( b - l
2 k

2 - l
2 8

2 -  )y2( t)  ( l6)

利用( l4) ~ ( l5) ~ ( l6)式仿 ( I )可证本定理结论成立.
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即  Sl ( t) - S2( t)  2 l
B  Sl ( S) - S2( S)  eXp(- D( t - S) )  ( t 2 S) .

这样当 t -+  时 上式右端趋于 +   这与sup
t k
{  Sl ( t) - S2( t)  } < B矛盾. 这个矛盾说

明方程( l )的概周期解是唯一的.
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