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摘要 探讨植物种群灰色
一
马尔柯夫模型的理论和方法

.

对 日本落叶松人工种群的密度

的自然变化过程模拟和预测
,

表明灰色
一
马尔柯夫模型是一种较为理想的种群动态模

型
。
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植物种群在时间序列上的数量表征是植物种群的重要特征
,

是植物种群生态学研究的重

点和 目的
。

生长在特定环境空间里的任何植物种群都有随时间过程而呈现个体数量变化的生

命现象
。

因此
,

弄清植物种群的数量分布及其消长规律
,

对植物种群资源的合理开发和利用

等具有重要意义
。

描述植物种群数量变动的数量模型较多
,

如 I
J

og ist ic 增长模型
、

L es ile 矩阵

模型
、

G M ( 1
,

l) 模型等 l[ 一 3〕 ,

它们根据种群的生长发育状况及其数量动态趋势
,

从不同的

角度论述了植物种群随时间变化的数量特征
,

方法和效果的优劣各一
。

本文将灰色系统理论

与马尔柯夫理论相结合
,

通过对植物种群个体数量的时序分析来模拟和预测植物种群的自然

动态过程
,

探索一种定量地描述植物种群数量动态的新方法
。

1 建模的原理及过程

G M ( 1
,

1 ) 模型

G M ( 1
,

1) 模型是灰色模型 ( G er y m ed el ) 中的一种特例模型
,

即为 1 阶一个变量的微

1 9 9 4
一 0 9一 2 8 收稿

。
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分方程模型 [’. 5〕。

建立 G M ( 1
,

l) 只需一个数列 { 尸 0) (t ) 卜 就可以求得模拟和预测用的微

分方程
。

设给定的实测数据时问序列为
:

X ` o , ( t ) = {X ` o , ( t ) It = l
,

2
,

…
, , , }

= 谧X
` 0 ) ( l )

,

X
` “ ) ( 2 )

.

X
`“ , ( 3 )

,

…
,

X
` 0 ’ ( n ) }

对实测数据时间序列 {X(
“ ,
(t )} 进行一次累加生成运算 (1 一 A GO )

:

义 “ , ( , ) = 习 X
` 。 , ( n )

月 = 1

X ( , ) ( t ) = 咬X “ ) ( l )
,

X “ ’ ( 2 )
,

X “ ) ( 3 )
, ·

… X “ ) ( n ) }

( 1 )

= X ` 0 ) ( l )
,

X “ ’ ( 1 ) + X
` o ,
( 2 )

,

X “ ’ ( 2 ) + X
` 0 ) ( 3 )

,

…
,

X
` ” ( n 一 l ) + X

` 0 ) ( n ) }

利用 G M ( 1
,

1) 模型来模拟和逼近生成处理后的时间数据序列 X(
, ’ (t )

,

其相应的微分方

程为
:

d X ( 1 )
`

一飞甲 - 十 e人
、 ` 了

= 之t

Q t

( 2 )

记
a , “
为参数向量舀的元素

:

a 一 〔。
, “
]T

向量参数采用最小二乘法求解
:

“ 一

!:」
一 (。

· 。 )一 。 · v 、

( 3 )

( 4 )

一

告
`X ( 1 ) `2 , + X `” “ , ,

一

合
( X

气1’ ` 3 , + X `” ( 2 , ,

一 冬( x 《 ; ) ( , ) + x (: ) ( , 一 1 ) )

乙

r,eewe苍llesesaesesesesesesr

Y 、 ~ [X
` 0 , ( 2 )

,

X ` o , ( 3 )
,

…
,

X ` o , ( N ) ]
T

由此求得时间响应函数 (初步预测方程 )
:

戈 ( 1 ) ( , + l ) 一 [ x
《。 , ( 1 ) 一

苦]
。
一 +
苦

戈` o , ( t + l ) ~ 戈` i , ( t + l ) 一 戈“ , ( t )

令夕( t ) = 戈
` 0 , ( t + l )

状态的划分

符合
n
阶马尔柯夫非平稳随机序列抓 )t 的任一状态 及 可表示为

:

￡`
e [②

1̀ ,

⑧
2`

]

⑧ , , = 夕(
t ) + A 、

⑧ , ~ 扒 )t + 尽

扒 , ) 是一个时间函数
,

故灰元⑧ l、

和 ② 2、

随时序发生变化
。

状态转移概率矩阵
马尔柯夫过程 {X (n )} 经过 ` 步转移后

,

其状态转移概率叮
,
组成的矩阵为

:

( 5 )

( 6 )

1
。

2

( 7 )

( 8 )

1
.

3

1 7
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系统各种状态转移的统计规律通常在状态转移概率尸岁中得到体现
。

通过考察状态转移

概 率矩阵 P( ` , ,

就可以预测系统的发展
。

若考察一步转移概率难以确定系统的转向时
,

再考察

二步甚至多步转移概率矩阵来确定系统的转向
。

L 4 模拟和预测

系统状态转移确定后
,

也就确定了灰元 ②
1、
和 ②

2、 ,

由此得到系统的模拟值和预测值为
:

1
,

~
.

一
、 , , 、 .

1
, ` .

, 、

夕
`

( t ) = 含 (凶
1、
+ 凶

2 ,

) = y ( t ) + 舍 ( A
`
+ B

`
) ( 1 0 )

了
、 一

2
、

~
工 , ’

~
` , J 一

’

2 一
` ’

一
` ’

2
一

实例研究

选择日本落叶松 ( L ar ix kae m P fe ir ) 人工种群为研究对象
,

对其种群密度的自然动态过程

进行模拟和预测
。

2
.

1 种群密度的 GM (1
,

1) 模型

表 1 是不同林龄的 日本落叶松人工种群的密度
,

根据 G M ( 1
,

l) 模型的建模原理和方法
,

求得的 日本落叶松人工种群密度的时间响应函数困为
:

戈“ , ( t + 1 ) = 7 2 1 9 5
.

2 7 5 4 4 。一 o
· “ “ , 3 8 , 8 3 0 ,`

+ 7 5 2 9 5
.

2 7 5 4 4

戈`0 , ( t + 1 ) ~ 3 0 2 7
.

7 9 6 4 2 9 亡一 0
·

“ ` , , 38 98 30 7`

令夕 ( t ) = 义 ` o , ( t + 一)
,

则有

夕 ( t ) = 3 0 2 7
.

79 6 4 2 9 。 一 0
·

。` , , 3“ , , , 0 , `

.2 2 种群密度状态的划分及其转移概率矩阵

根据日本落叶松人工种群密度的分布状况
,

可将其划分为 4 个状态 (图 1 )
:

￡1 : ⑧ ; : = 夕 ( , ) 一 0
.

0 6 6 5 5 5 7 4 5夕
,

⑧ 2 , = 夕 ( , ) 一 0
.

0 2 2 3 2 5 9 5 3夕

￡2 :

②
12
一夕 ( t ) 一 0

.

0 2 2 32 5 9 5 3夕
,

⑧
: 2
= 夕 ( t )

E 3 : ⑧
; 3
= 夕 ( t )

,

⑧: 3= 夕 ( t ) + 0
.

0 2 2 5 2 5 9 5 3夕

E . :

⑧ ; ` ~ 夕 ( t ) + 0
.

0 2 2 3 2 5 9 8 3夕
,

。 z

一乡 ( t ) + 0
.

0 6 6 5 5 5 7 4 5夕

式中
,

夕 ( t ) 为 t 时刻由 GM ( l
,

l )

模型测得的不同林龄日本落叶松人工种群

的密度的模拟值或预测值
,

夕为不同林龄

的日本落叶松人工种群的平均密度
.

一般地
,

根据状态转移概率衅
,
就可

以建立马尔柯夫模型
,

而 尸妙
,
是由式 ( 1 1 )

3 0 0 0 r

2 6 0 0
少

2 4 0 0
·

下.占
.

举\尧眷念侧脚

1 60 0卜

E’3E凡IE
.

24

10 1 2 14 1 6 1 8 2 0 2 2

林龄 A a/

图 1 日本落叶松人工种群的密度状态
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表 1不同林龄的日本落叶松人工种群的密度

林龄 ( a) 6 78 9 10 1 12 3 1 1
_

14 15 6 1 1 7 18 9 12 0 2 2 12

种群密度

(株/ h mZ
)
3 10 0 30 0 0 28 3 2 7 78 72 62 0 2 43 2 3 5 2 2 7 7 42 7 10 72 0 70 19 9 7 19 6 8 8 3 7 1 19 16 7 19 3 6 8 10 6 1 73

计测
:

p了
,一 M 。 ( l ) / M

、
( i

,

j 一 l
,

2
,

…
, n ) ( 1 1 )

式中
,

M 。 l( ) 为由状态 E
,

直接转移到状态 E ,

的样本数
,

M
、

为处于三 的样本数
。

由此根据式 ( 9) 和式 ( 1 1) 计算得到的 日本落叶松人工种群密度的状态转移概率矩阵 尸 ` , ,

00
11110000

为
:

2
.

3

1 / 7 1 / 7

0 0

2 / 7 3 / 7

2 / 8 6 / 8{ ( 1 2 )

rlee||夕、

l
一一P

种群密度的模拟和预测

日本落叶松人工种群密度的模拟和预测是由式 ( 10 ) 和式 ( 12 ) 确定的
。

如由图 1 可知
,

林龄 22 年的 日本落叶松人工种群处于 E
;

状态
,

尸~ ~ 尸;二
, ,

因此
,

预测林龄 23 年的日本落叶

松人工种群的密度最有可能处于 E ;
状态 ( 图 1 )

,

即在 1 53 5 株h/ m
Z

一 1 6 35 株 h/ m
“ 。

根据式

( 1 0 ) 计测得到的林龄 23 (t 一 1 7) 年的日本落叶松人工种群的密度的预测值为
:

夕( 1 7 ) 一
畏
乙

(。 1 4+ 。 2 4 ) 一、 ( 1 7 ) +合
(。

·

0 2 2 3 2 5 9 8 3夕+ 0
.

0 6 6 5 8 8 7 4 8夕) ~ 1 5 8 5 (株 / h m , )

( 1 3 )

根据上述方法计算得到的其它林龄的 日本落叶松人工种群密度的模拟和预测值如表 2 所

示
。

从表 2 结果分析可知
,

日本落叶松人工种群密度的模拟值和实际值十分贴近
,

而预测值

的递减加速度为负值
,

完全符合植物种群发展的自然规律
.

2
.

4 种群模型的精度分析

利用灰色
一

马尔柯夫模型对原始数列 { x (0 , (t )} 拟合
,

求得的模型计算值 {戈(0 , (t )}
,

用

来作原始数列随时间变化的预测值时
,

应对模型的精度和可信程度进行检验
,

这里采用后验

差进行检验闭
。

设 q (t ) 为 t 时刻的残差
:

g ( t ) ~ X ` o , ( t ) 一戈` 0 , ( t ) ( 1 4 )

对实测数据 X ` 0 , ( t )

叉~ 生习 x (。 , ( , )

~ 1, 2
,

…
,

n, 求平均值 戈 和方差必
:

( 1 5 )

s卜告
`

圣
` X (。 ) “ , 一 , ,

’

对残差 q (t )
,

t 一 1
,

2
, “

·

( 1 6 )

n ,

求平均值 奋和方差 义
:
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表 2 日本落叶松人工种群密度的模拟和预测值

林龄

(
a
)

灰色
一

马尔柯夫模型
X

` o ,

( t )

X
`“ ) 精度差值 X ` 0 , ( t ) 精度差值

3 1 0 0 3 1 0 0 3 1 0 0

3 0 0 0 2 9 6 5

G M ( 1
,

l ) 模型

精度%

1 0 0
.

0 0

9 8
.

8 3 0
.

0 1 1 7 0
.

0 0 10

2 8 7 3 2 8 4 3 9 8
.

9 6 0
.

0 1 0 4 2 8 8 4

精度%

1 0 0
.

0 0

1 0 0
.

1 0

10 0
.

4 1 0
.

0 0 4 1

40552995.99101100100
2 7 8 7 2 7 2 7 9 7

.

8 5 0
.

0 2 1 5 2 7 7 0 0
.

0 0 6 0

2 6 2 0 2 6 1 5 9 9
.

8 1 0
.

0 0 2 0

2 4 7 3

2 3 5 7

2 2 4 7

2 5 0 7

2 4 0 4

1 0 1
,

3 8

10 1
.

9 9

0
.

0 1 3 8

0
.

0 1 9 9

2 6 6 0

2 4 8 0

2 3 7 9

0
.

0 1 5 5

0
.

0 0 2 9

0
.

0 0 9 5

2 3 0 5 1 0 2
.

5 8 0
.

0 2 5 8 22 3 2 9 9
.

3 5 0
.

0 0 6 5

2 1 7 0 2 21 9 10 2
.

25 0
.

0 22 5 2 1 9 0 1 0 0
.

9 2 0
.

0 0 9 2

2 0 7 0

1 9 9 7

2 1 2 0

2 0 3 3

1 0 2
.

4 2

1 0 1
.

8 0

0
.

0 2 4 2 19 75 9 5
.

4 3 0
.

0 4 5 7

0
.

0 1 8 0 20 16 1 0 0
.

9 4 0
.

0 0 94

1 9 6 7

1 8 8 3

1 9 4 9 9 9
.

0 8 0
.

0 0 9 3 1 0 2
.

1 5 0
.

0 25 0

1 8 6 9 9 9
.

2 6 0
.

0 0 7 4 1 9 3 0 1 0 2
.

5 4 0
。

0 2 5 4

1 9 1 7 1 7 9 3

1 6 9 3 1 7 19

9 3
.

5 3

1 0 1
.

5 4

0
.

0 6 4 7

0
.

0 1 54

1 8 5 6 9 6
.

8 0 0
.

0 3 1 9

1 7 0 8 1 0 0
.

9 1 0
.

0 0 9 1

1 6 8 0

1 6 7 3

1 6 4 8 9 8
.

1 0 0
.

0 1 9 0 1 6 3 9 9 7
.

5 8 0
.

0 2 4 2

1 5 8 1 9 4
.

5 0 0
.

0 5 50 1 6 4 8 9 8
.

5 2 0
.

0 1 4 8

1 5 1 6

1 4 5 4

1 5 85

15 24

678910n12131415161718192021222324

奋一青
,

咨
、 (才)

S ,一
告

`

荟
(、 (亡

卜 、 )
2

( 1 7 )

( 1 8 )

后验差检验的两个主要的指标是后验差比值 C

C = 5
2

/5
1

P = P 毛}g ( t ) 一母} < 0
.

6 7 4 5 5
:

}

后验差检验的精度评价标准如表 3所示
。

根据式 ( 14 ) 一 ( 2 0)
,

求得灰色
一

马尔柯夫模型

的后验差检验情况如表 4 所示
。

由表 4 可知
,

采用

灰色
一

马尔柯夫模型对 日本落叶松人工种群密度进

行模拟和预测
,

其精度不仅好
,

而且可信
,

表 2 中

的精度百分率及其差值亦说明了这一点
。

此外
,

由

表 2 和表 4 还可知
,

与 G M (1
,

l) 模型相 比较
,

2 0

和小误差频率尸
:

( 1 9 )

( 2 0 )

表 3 精度评价标准

.

精度等级 尸

格强

好合勉

不合格

) 0
.

9 5

) 0
.

8 0

) 0
.

7 0

< 0
.

7 0

簇 0
.

3 5

簇 0
.

5 0

簇 0
.

6 5

) 0
.

6 5
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表 4 灰色
一

马尔柯夫模型的精度评价

数据类型

X ` o ) ( t )

精度评价

2 2 6 5
.

1 1 7 6 2 2 2 0 1 5
.

86 0 3

G M ( 1
,
1 )模型

,
g ( t ) 6

.

4 7 0 6 2 7 5 1
.

5 14 7 0
.

1 113 1
.

0 0 00 好
,

可信

灰色
一

马尔
7

.

1 7 6 5
1 3 6 9

.

5 29 4 0
.

0 7 8 5 1
.

0 0 0 0 好
,

可信
柯夫模型

,
、 ( t )

灰色
一

马尔柯夫模型比 G M ( ]
,

l) 模型具有更高的精度
。

3 讨论

灰色系统理论是研究解决灰色系统分析
、

建模
、

预测
、

决策和控制的理论
,

是 80 年代初

由我国学者邓聚龙提出并发展的
。

这个理论在工农业生产
、

灾害预测
、

生态和经济发展趋势

等许多领域都获得了成功的应用〔卜
`〕。

植物种群系统可作为一个灰色系统
,

对其实测的数据
-

时间序列进行随机性弱化处理后
,

用微分方程来拟合其生成系列
,

而得到的一类植物种群增

长的动态模型称为 GM 模型
。

其中
,

G M ( 1
,

l) 模型已被用来模拟和预测植物种群的自然动

态过程困
。

GM ( 1
,

1) 模型实质上是数学上的单列 1 阶线性动态模型
,

它的精度受系统非线

性表征影响
。

在自然状态下
,

受有限资源和植物种内
、

种间竞争等的影响
,

植物种群增长系

统呈线性的假设一般是不成立的
,

只有在系统变量的变化幅度足够地小
,

系统的非线性尚未

明显地表现出来时
,

才可以近似地看作是线性的
。

反之
,

当系统非线性表征很强时
,

强行套

用 G M ( 1
,

l) 模型必然会导致模型精度的降低
。

虽有相应的残差模型可以用来提高模拟和预

测的精度
,

但当模型误差是由系统实测值随机性和不规则所导致时
,

残差模型不适用
。

所以
,

当 GM ( 1
,

1) 模型不满足系统的非线性时
,

应尽可能地采用合理的非线性模型
。

马尔柯夫过

程是一个随机变化的动态过程
,

其转移概率可反映随机因素的影响程度
,

它适用于随机波动

较大的问题
,

因此
,

灰色系统理论和马尔柯夫理论相结合
,

具有互补的性质
,

从而能提高模

型的精度
。

本文的研究结果亦表明了对于数据时序随机波动较大的植物种群动态的模拟和预

钡11问题
,

灰色
一

马尔柯夫模型确实是一种较为理想的方法
。
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