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摘要 应用 L er ay
一

反h a u d er 不动点定理
,

结合运用 构造 瓜ny ~ 函 数
,

研究 了一类二 阶非线

性微分方程概周期解 的存在性
,

得到了保证方程存在概周期解的一组充分条件
.

关健词 二阶非线性方程 L er a y
~

反ha ud er 不动点定理 刀爪甲朋 . 函 数 概周 期解

对 二 阶非线性 微 分方程 解 的各种性 态 的研究
,

是 十分有意 义 的课题
,

许多理论 工作者 对

此 进行 了深刻 的研 究 〔, , 2 , 3 ,

。
.

特 别是 文献 〔1〕应 用构 造 闭曲线 围成 的有 界域
,

限制其 解在 有

界域 内的方法
,

研 究 了下述 方 程 (1 ) 的有界解
、

周 期解及 振荡解
.

如所 知道
,

对 一个 概周期

系统
,

即使其 解一 致最 终有 界
,

也不 能保证 概周 期解 的存在性
.

本 文运 用与 〔1〕不 同的方法
,

即 L e r a y
一

cS h au de r 不动 点定 理
,

结合 运用 构造 月朋y HOB 函 数
,

讨论 了方 程 (1 ) 概周 期解 的存

在性
,

得 到 了保 证 方程 (1 ) 存 在概周 期 解 的一组 充分 条件
.

考 虑微 分方 程

牙+ f ( x )拭 活) + g ( x ) 入(分) = 。 ( t
, x

,

分) ( 1)

假 定方 程 l( ) 中出现 的 函 数均 连 续且 满 足解 的存在 唯一性条 件
, 。 (云

,

x
,

坛) 是 关 于 t 对 x
、

活的一

致 概周 期 函 数 (一致 概 周期 函 数 采 用 〔5〕中定 义 )
.

记

方 程 ( l )

F ( X ) 一

芡
f (· ) d 一 G ( X ) 一

打
g (· ) d 二

的等 价 系统 为

一 y

- 一 了( x )抓 y ) 一 g ( x ) h ( y ) 十 e( t
,

x
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y )
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X
·

y
口矛̀J`、.t

假 设下 述条 件成 立
:

i() 存在 常 数 K > 0
,

使 当 }xl > K 时 f (x) > O
,

xg (x) > 伪

ii( ) 对 任意 的 y 有 h( 刃 > 0
,

y 抓刃 > 0( y 护 0)
,

当 }川 充分 大时有 h( 刃 < }拭 刃 }且 h( 刃

( }少 } ;

ii( i) 存在 常数 K
。

> O
,

M > 。 使

,, ,h(/
, , ( 0K

《命
du + M) `

,

洲
, ,

以
。

《渝
du + 川` ;
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( i v, }· (̀
,

X
,

, ) } 、 E ( , ) 、 一 J:
一 E ( , )dt 一 二 < + 一

v() 厂 (f(
二 , + ,二 x( , ,,dx 一 士 一

在上 述假设 条件 下
,

我 们有

定理

证明

假设 条 件 i( )一 v( ) 成立
,

则 系统 ( 2) 从而 方程 (1 ) 至少存 在一个 概周 期解
.

记 X( 。 一

(二:::)
,

M (X ( t )
,

t ) =
y

一 f ( x )帆夕 ) 一 g (二 ) h (夕) + e ( t
, x , 夕)

则系 统 ( 2) 可简 记 为

X ( t ) = x ( t
。

) + 上
。

M (“
r ,

, r , d二
( 3 )

设 S 表示所 有 二维 向量 概周 期连续 函 数构成 的 Ban ac h 空 间
,

其范数 定义为

}! X }! 二 s u p ( }x ( t ) } + }少 (t ) } )

用算子 T 表 示积 分 (3 )
,

即

XT ` : , 一 X (君。 , +

工
。

M ` X ` · ,
, · , d·

( 4 )

由假设 函 数 f ( x )
、

g ( x )
、

袱 刃
、

h (刃
、 。 (̀

, x
,

力 均 连续
,

由文 献 〔8〕不难 证 明 T 是 s ~ s 的连续

算 子
,

利用 泛 函 分 析 的理 论
,

与 文献 〔9〕引理相 同的方 法
,

若 (弋 } (n ~ 1
,

2
,

⋯ ) 是 S 中的无穷 序

列
,

且 }} X }} ( m < 十 co (n 一 l
,

.2 二 )
,

则 {了X
。

} (n 一 1
,

2
,

⋯ ) 也 是一 致有 界 的
,

:

一 d _ 一

田 士 二 1 人
二

` 必石

及 序列 {凡 } (n -

由 A sc oh 定理 知

= M (X
。

( t )
,

t )
,

1
,

2
,

⋯ ) 的 一致 有界性 必 然蕴涵 序列 (丁X
。

} (n 一 1
,

2
,

⋯ ) 的等 度连 续性
,

故

T 为 紧算 子
,

从 而 T 是 全连 续算子
.

为 了应 用 L er ay
一

cS hau d er 不动 点定理
,

我 们要证 明算子 方程

X ~ 又T 尤 又 任 (O
,

l)

的所 有解 有界
.

记 产 一 护
,

则 几 任 (0
,

l) 必 有 产 任 (0
,

1 )
,

因 此
,

只 需 要证 明系统

( 5)

一 y

- 一 可 ( x )袱 y ) 一 产g ( x ) h (y ) + 娜 (t
,

x
,

y )
( 6)

X
·

y
矛J.r、̀.皿、

的所有解 有界
.

为此 假设 x( (t )
,

贝 t) ) ~ x(
,

刃 是 系统 (6 ) 的 任意一个 解
,

分 两种 情形 考虑
:

情形 1
.

当 x (t ) 二 x > K 时
,

考虑 函数

V 一 V ` ,
,

X
,

, , 一

芡命
d· +

芡渝
du + ZM + , ` G ( X , + F ` X , , + ` 1

( 0 < 产 < l )

( 7 )

其 中 l , > 0 是 保证 风 G (x) + F (X ” + l ,

> 1 的某个 常数
.

由条 件 (动 及 ( i的
,

只要 M > o 取

得适 当大 总 可 以 保证 V > 1
,

由条 件 ( v ) 知 当 x ~ + co 时 V 一 + co
.

计算 V 沿系 统 (6 ) 的全导 数 得
:

犷 ( s ) y

h ( y )
〔一 可 ( x )拭 y ) 一 腮 ( x ) h (y ) + 产 (t

,

x
,
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,

x
,
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可 x( )拭刃 y
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产 (
,
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因 为当 x > K 时 了(x ) > o
,

g x( ) > 。
,

对任 意的 y 有 h (y) > 。, y 与 帆y) 同号
,

故知 ( 8) 式右

端第一
、

二两项均 ( 0
,

从 而 (8) 式成 为
, , / 巡 业竺兰 丝里)里

_ ,

产 (t
,

.x y 沙 / }。 (t
,

厂
,

刃 11且
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吓
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再 定义 w 一 ` (。
,

二
,

y )

一
p ( 一 0K

工
` ( r ) d r )

吓
则 ` 一 exP (一 0K

天
E ( r )dr ,

{
一 OK E ( r ,

吓
+

合
V一 `“ (̀ )

}
一

粤xe, (一 凡
厂
: ( r )̀ r ) {v

一

告(犷
。 .、 一 : 凡 : (, ) v ) }

` J O

(9 )

(10 )

( 11 )

( 12)

由 v > 1 知侧7 < V
,

从而有

犷。. , 一 ZOK E ( t )V 《 犷《. , 一 ZOK E ( t ) 侧下
.

( o

即 砂“ ) < 。 ,

注意到 条件 i( v) 及 ( v)
,

而 。 < 产 < 1
,

故 当 x 一 + co 时 W ~ + co
,

但 砂 < o
,

这

实际上 组 函 x 是有 界的
,

再利用条件 ii( ) 知当 y ~ 士 co 时 W~ + co
,

而 砂 < 0
,

这实 际上 蕴 函

y 也是 有界 的
.

因此 对系统 ( 6) 的任一解 x (t ) 二 x
,

贝O 一 y
,

y 有 界而 x 正 向有界
.

情 形 l
,

当 x < 一 K 时
,

考虑 函数
“ 一 (U

。 ,x
,

* 一

买命
“ 二

:J高
“ + 4M 十 , (G x() 一 ` x() , + “

( 0 < I, < 1 )

(13 )

注意到 x < 一 K 时
,

只要 lxl 适 当大就有 一 F (x) > 。,
l : > 。是保证 风 G (x) 一 F (x ” + 人

> 1 的某个常数
,

由条件(幻 及条件 iil( ) 知只要 M > 。适当大就有 U > l
,

此 时
; , _ _ 过 <工)喊, ) ,

,

腮 ( x ) h妙 ) ,
.
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,

y ) y 脚 ( t
, x
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上 式右端第一项 ( 。,

注意到 x < 一 K 时 g (x) < 0
,

从而 第二项 ( o
,

因此仍有
; , / 些 业至茎 ,卫 )』 禅 ( t

,

x , y ) , / }e ( t
, x

,

, 川 少 }
.

}
e ( t

, x , 夕 ) !夕 /
。 , 。 , ` 、 `

~,护 〔̀ )
,

刁尧 一 一一1 下 丁又 , 一

- — 一
,

- - 二 二一 丈 , - - 心尧 一一
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~ 心 尧 石 J、 0七 ` 、吞 J V L l

几 、 y 夕 毕气y 少 n 气y 少 梦气y 少

仍然 定义 函 数 W 一 xeP ` 一 0K
天

“ ( r ) d r )

吓
,

则用 与情形 ` 相 同的分析
,

可 知 X (。, 也 是负

向有 界 的
,

因此 系统 (6 ) 从而 算子方 程 (5 ) 的所有 解有界
.

据 乙叮 代卜 及加翻么甲 不动 点定 理 ( 〔6〕

定理 3
.

3)
,

系 统 ( 1) 至 少存在一个 概周期解
.

注
:

本文研 究的方程较 〔幻 复杂
,

而证明过 程较〔9〕简洁
,

所要求的条件 y( ) 也较 〔幻 中 F (x) ~ + oo (二

~ 士 co ) 同时 C仕 ) ` + co 为弱
.

〔幻 中的相关定理可以作为本文的推论
.
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对 此
,

应 尽 早研 究
、

决 策
,

使之 同 洛 (阳 ) 湛 (江 ) 大能 力通道 要求相 一致
,

同 国 外投

资 商 的意愿 相 吻合
,

这 对 于 大 能力通 道 方 案 的 成 立
,

对于 引进 外资 加快铁路 建设 步伐
,

都具

有 重大 意义
。

眼 下
,

改 变 原定 走 向也是 适 时的
,

只 有 利而无 害
。

为 了做好 这 项变更 工作
,

特提 出 以 下

几 点建议
:

( 1) 提请 广西 壮 族 自治 区 玉梧铁 路 建 设领 导小 组 研究决 定
,

并 向各 有关 县 市做 好解释 工

作
。

(2 ) 对 岑 溪一梧 州段 初 步 设计文 件 不再 组 织审 查
。

并请 设计 单位 抓紧补 做 B 方案 中容县

一 藤县 段 勘测 设 计
,

其 中容 县 站站址 照 已 批 准 的初 步设 计 不变 ; 玉 林
、

梧州
、

容县
、

岑 溪 站

的站 型
、

引入 线 等
,

应 尽 可 能按 大能 力通 道 的要 求 和干 支 线方 案进 行修 改
,

并提 出容县一梧

州段初 步 设计
。

(3 ) 玉梧 铁 路 的干 线 标 准
,

原则 上应 同 大能 力通 道 标准 相一 致 ; 容 岑支 线标准仍 按 自治

区 建委 批 准 的标 准 不变
。

(4 ) 将改 变 玉 捂铁 路 走 向 的决定 抄报 铁道 部
、

国家 计委及 其 他 部 门
,

表 明在建 的玉 梧铁

路 已适 应 大能 力 通 道 的要 求
。

(5 ) 抓 紧做 好岑 溪至 罗定铁 路 的前期 工 作
,

尽 早形 成容 (县 ) 罗 (定 ) 联络 线的 完整 的

设计 文件
,

以 利 吸引外资
。

如果 此项 工作 做得好 而快
,

在桂 东南 有 可 能首先 建成 通 向广 东 的

便 捷通道
。


