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球面函数与 Banach空间几何特征 

监  t=)，77 L 
(广西师范学院) 

摘 耍 把支掉泛函作用到Ba∞ch空问单位球面的弧上，耨到一英买僵函数．井 

证孵丁"—l~m—eh空问的许多基奉几柯特征可由此竞实菌藏相应的性质捌翅． 

差-调B∞ach空问 !筮L 支掉泛函光 H西薯t空问． 事 f瞄司、 
辞 澈 ． 

设x为Banach空间．s(x)为单位球面，又设A0q=(f∈s(x’)， x)= ẍ )̈。并用& 

表示A )中的元素，把k 分剐作用到]i—{美 ∈s(x)上，便得到两个关于t的 
实函数 fx( )， ( )． 

我们首先讨论此类实函数本身的性质． 

1 引埋 1 设x为Banch空间，x，Y∈ s0【)，Y≠ ±x，则 

i)fx‘ _ ，_)关于t在R 上单调递减： 

ii) ‘1i— 等1r)关于t在R 上单调递增． 

证注意到 fx‘1i—{ ) === fx — ； )，故只要证 )即可· 

令g(t)=母(靠 )，则g(t)= ，易知g(t)是R上的绝对连续函数， 
依[2．引理1 II x+tÿ：—a=．C fx+ty(y)， 故g’(t) 量 兰二 生譬 ． 

1l ^T ty  ̈

g(O 黼 l<1， x+ >l ry(x)+t I 
． I J x+ty ll一( (x)+t)fl+口o。> l】x+ty il—l(fyCx)+t)fx+t~(y)l> 

lj x+ty If—f fy Cx)~t【> 0 

从而 g’(t) 0．再由 g(t)的绝对连续性知 g(c)= g’(t)dt+fy(x)，这就证明了g【f)在 

R 茧调锑增 ．证毕． 
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2 弓l理 2 设x为B 空闻，x、y∈s cx)．y≠一x， fx — )· 

Cry( ))在 上严格革谰当且仅当在 上恒有 I fx‘1i )I<1． 

(Ify( )I<1)． 

证 与}f理 1相仿，我们只须对 fY r 兰± u、
IJ x+cy )证明之． 

充分性若fx‘1i— 苫 ，_)在R 上非严格单弭。由引理l，存在[tIIt2]OR ，使得 
fx( )=Co~t(t∈ft 令 fx( ， 】． 显然 k≠ 0． 

两边微分得 

rx c ) = -o- 

即&O)I『x+ty II一(1+t6【O))fI+tyfy)=0 (】) 

i~fx+ty劬 ：&CY) ： 圆 

注意到 I『x+ty II=fx+e(x)+tfx+ CY)，再代回 (】)并且合并得 

& fl+ (x)一fI+ O)=0 (3) 

0)代人 (3)得 

fI+ )：÷<I (4】 
因 I＆ (x】J< I，故 l k I=1，即 I fx( 

的假定矛盾了． 

x+ty 
I．x+ty lj )I= I k I=I．这就与充分性 

必要性 由 fx( ) 的单谰递碱性及fx( _ l-)<l可知，若存在to 
使得 l 在 m  tD。+一】上雠 A( ，黼  

fx‘ — r_)在R’上严格单调矛盾．证毕． 

3 定理 1 设x是Banach空间，则x严格凸当且仅当v x、Y∈s。。，x±y≠ 0。 

fx( )( (1『 ))在 R 严格单谰． 

证 充分性 若 X非严格凸，则存在 x、Y∈sCX)，x≠ Y及fx使得 &(x】=& ；1，进而有 

l>&( )=靠 >】’f ．矛盾． 
必要性 若x严格凸，则V五、y∈s∞ ，x±y≠ 0'都有 I fx‘1i )f<】 (否则 
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&会在x及某点 1i (t。ER)，同时达到最大)，由弓f理2知 fy( )在R 

上严格单调，证毕． 

如果对每个 x∈s0q，在s(x·)中有 X的唯一支撑泛函，则称 Banach空间 X是光滑空间． 

如果 Bamch空 间 X的范数满足下列条件，对任何 ∈ s()()和 Y∈ s()()，及 6>0，存在 

6= 0，x0，y)>0，及数 p(x0，y)，使得当 I 【< 时，有 

x0+ y fl— ll x0 Il 
— o(xo，y)f< 6 

则称 X是 甄效 G一 刊馒 至l捌。 

4 定理 2 设x是Banach空间，劂x光滑当且仅当 & )在R 上可微 

证 必要性 因x光滑 'x范数 G一可微，故极限 卜lira ± 存在
， 

进而 &(．『i )= 关于t可微． 

充分性 因 fx‘1i )： 可微，故Il x+ty If关于t可微，由s-M龇  

定理 ，ll x+ty ：＆+ 0)，即 fx+ ∽ 连续，故依 [1]定理 2知 X光滑，证毕。 

5 定理 3 设X是Banach空间，则x是Hilbert空间当且仅当对任何(x，y)∈M=f(x，y) 

∈s(1x)X s(x)，jfx，使得fx0) 01都有 

瑶( )+#( )=1 

证 必要 若x是Hilbcrt空间，则 (x，Y)∈M 0，x)∈M，故 

&‘1r前 ) 可向  
x+ty t t 

y(可可 ) 丌可  了 

从而 《( )+号( 

充分性 我们只须对二维空间证明之。 

由 Locwncr引理 【3】
。
s(x，lJ．II) 可被唯一的最小椭圆E所包含 在 X上引进 Euclid范数 

II·{J E，使 E：s(x，ll·llE)。于是对 x∈X，恒有 II x_lE< Il x_l。又 【 }J·II] 

与[x，tl·ll E]均为 Banach空间，据双范数定理存在 C>O，使得 II x IlE< Il x il< C 

II x I1E，。【∈x)。以下只要证明 ll X II： ll x_lE(Vx∈x)，即可知 [x，II·FI)也是 

Euchd空 间，更是 H~lbert空间了。 

由【3】，存在 x、Y∈s(x，II·I1)使得 fxO)= 。【)=0，依充分性的假定 

l=《( )+ (一 ) 
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即l】x+ty f} =I+t2(vt∈R )。 同理 }】戗+y il =l+t (vt∈ R_)。对此 x，有 (p- 

R，使得 x∈S(x，l_·IIE)，取 yo∈s(x，l_·lfE)，使得 x，yo)=O．其中 (·，·)表示 

内积，则有 

ff c~x+ty0 I唁=1+t (vI∈ ) 

可以证明， =l_~x+toy If也成立。事实上，注意到文[1]中的约定 矗 =盘C >0)， 

可以得 

从而 

)= x，yD)=0，厶 x)= x， x)=  ̈ x J =1 

00啦x)： xj y0)=0， 000)=0o，y0)：l_yo =1 

矗( )=南 ( x)+出 ： 
+ r 苎兰 
{J +tyo ) 1r=l_士— ( @x)+ (yo))t ll x+Yo}j 。uyo 

依假定 

(器I )+甓( II I J x+‰f． x+ty口f 一 
故 I 

ll +tyoll 

t 

Jf~x+tyo ff 

1， 即 - ll~x+tyo l『_ 特另̈地令 t=。得 

． x =1=I{ x ii．教 『 『=1，即x s(X，l_·J )。用同样的方法可得 Y∈s(x，l_·lJE)。 

注意到 &、fy∈[X，ll·l1] 也是fX，l_·lJE)上的线性泛函，因x、Y∈s nSE(S、sE分 

别为 (X，fj．1_)和 (X．JI·IJE)的单位球面)。设 、 ∈s ，则 1=&(x)：}f&lJE=supI& 

(BE)【> sup【&(B)=l_fx『J> &(x)=1，其中B；(z∈X；l_zl_< 1}、BE=(z∈x；lJ zfJE 

< 1}，显然B cBE，即 ff fx l_=l_fx lfE，同理 『J矗l_=l_fv llE。因而又由必要性可得 

』 x+ty = 1+t ：ff x + f}ty = f}x+ty Vt>0，将 Y换成 一Y，可 

得 I}x+ty f}：l_x+ty ffE(t<0)。依x、Y的线性无关性知 j J x jf= { x fIE(x∈X)，即x 

是 Hilbe~t空间 证毕． 

下面我们利用 I_x+ty 堂 &+ty(y)，ll x+tyll=fl十q(x)+t￡ ty∽ 及 f q(x)，￡一q(Y) 

分别在 (0，+。。)上的单调增加性“ 
，
证明[4l中一个证明颇为复杂 (用到一个非常复杂的引理) 

的命题。这便是如下的定理． 

6 定理 设x为Bameh空间，dimX=2，对任一固定的P∈s()c)，将弧gz--~c s(x)ig 

为K，其长度为L，对K上任一点g )，其中s表示§ c s0日的长度，则币(s)=【1 g (s)一p JI 
是 【0，L】上的单调不减函数． 

证 在K上取一点q，使fqQ)=0，不妨设 <0，否则蚕们可取～q∈一K，并仍记为q 

及考虑s(x)的另一侧一K． 

令g(I)=击(s(t))=“1『 一p IJ．注意到 s=0 一o。及s：L t=+∞， 

故我们只须证 币【s(t))是关于 t的单调不碱函数．因为 
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g’(t) (南 “q一 (Op il)’(其中 【t) Ij q—tp_1) 

鱼i兰 )．_2 II q-v(t)p l J)+南 Ij q—v(t)p l1)， 

； !l q-v(c)p l1)+南  一Ⅷ 。)·(一v(t))’ 
=  鱼 ；)．_2 il q-v(。p l1)+南 墨一 。 。)(fq (p)一1) 

12 嘞   ̈

记 (△ )=fq—tp )墨一 ㈤ 一fq一 ㈨ 墨 v )，根据 g(t)的绝对连续性，我们只须 

证 (△ )> 0． 

6．1 若 与 )>O，刚 t<0，此时 

fq一 】p(q)= ll q—v0)p —v(t) 8)p(p) 

> 1一 『v(t)『= 1一 『t+ {}q—tp l_f 

> I一【(1+f t：]一【t『】=0 

1。fq ∞p )< 0，则当 mp )=0时，自然 (△)=fq一中 )fq 。p(口)>0，当fq p ] 

<0时，有 v )>0，即 0<v(c]= t+1]q-tp }】= t+( 一中(q)一t[q一中(p" = 一中(q)> 

～ [(I一 (p))> 0，这说明 (立 )>0 

2。fq-"~tlp(p)> 0< (I)<_t。酾0<fq v{OP )< c p)_ 警 <l。故 
【△ ) 一 (q】． ] 

> 一 )【fq一帅 ㈨ 一 一tp(qj】> 0 

62 若 fq一中 )<0，则 t>O，v(t)> t+1，因而 fq-帅  )< fq 中 )<0及 0< 一 ㈨ ： 

fu口(q < fq— (q)< 一t口(a) 进而 

(△)=fq一 p p,[
Iq

G-

州

v

p

(p )
· fq v (qj—fq一【p㈨ 】 

> fq— 】p )【fq—v ㈨ 一 一tp㈨ ]> 0 

(注意。 毒 <1) 
63 若 fq-tp )：O，则 1> 墨一 (q3=11 q-tpll> 1，故 fq—tp㈨ = Jf q—tp I!：1，V(0=I+t， 

下证 fq )< 0即可．假设 fq一帅 )>O．则 v(c]<0，即 一t>一V0)>0，因而 O：迅 (p)> 

一 州p )>0 矛盾。故此时也有 (△)> 0。证毕， 

由上述定理的证明过程可 以碍到 
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7 定理 4 设x是Bam吐空问。刷X严格凸当且仅当 )是【0，L】上的严格单调函 

数。 
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Spherical Functions of Unit Ball and Geometric 

Characterization of Banach Spaces 

Wenzhan 

(Guan~ Normal College) 

Abstract This pape~s1Rils by considering the Linear functional丘 (∈¨z II) defined on a 

spha[e of unit ball which cs．n be denoted by s0Ⅱ real function defined on R Some geometric 

characterization bf Banaeh spaces锄 be described by so加e basic properties of the real funetiom - 
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