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非线性复c Sr ho i dn gr e方程的数值计算

尹业民 刘连芳

(广 西计算中心 )

摘 要

我们 采用释能法在 FE L IX一 5 1 2机器上求出 了有外势场的非线性 复 Sc h
r o i d

n-

ge
r 方程的三个定态解

,

得到 了比 D
.

K au p等用微扰 法要好的结果
,

并在数 值 计 算

过程中
,

进 一 步探讨如 果选取 差分格式和 步长最为达应
,
以 供今后解同类型方程参

考
。

圣1 前 言

在
“
复 S o h r d id n g e r 方程差分求解的机器计算实践

” 一文中l}[
,

我们探讨了求解齐次复

S o h r o id n ge
r
方程的差分格式及步长的选取

。

管克英同志在
“
有外势场 的非 线性 S o

hr o id
-

gn er 方程的孤子问题
” 〔2〕一文 中

,

找到 了这种方程存在孤子解的条件
。

在此基础上
,

我 们在

F E L I X C一 51 2机器上对有外势场的非线性 cS hr 6 d in g er 方程进行了数值计 算
,

采 用 释能

法〔3〕求出了非线性 S o h r o d i n g e r
方程的三个定态解

,

得到了比 D
.

K au p等 用微扰法要好 的结

果
,

并在数值计算过程中进一步进行了差分格式和步长选取的试验
,

以便为今后解同类型方

程提供参考
。

芍2 方程及差分格式

继文〔幻对齐次 S c ilr o d in g e r
方程采用四点及六点对称格式比较之后

,

我们又将六点对称

格式与如下两种格式〔4〕进行了比较
。

( 1 ) 非对称六点格式 ( 比对称六点格式少交叉项 )
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以上两种格式与六点对称格式相比
,

仍 以六点对称格式为最佳〔们
。

齐 次方程所用差分格式对非齐次方程同样适用
,

所以我们 对 外 势场 为 4扩 的 非 齐 次
s o h r 6 id n g e r

方程就采用了六点对称格式
。
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:
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所得差分方程系数矩阵为三对角形
,

所 以仍用追赶迭代法
。

本文中所有计算均采用上述

格式及方法
,

以后不再赘述
。
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圣 3计
.

算

为了比较D
·

Kau p等的微扰法〔 3〕与释能法
,

我们采用这两种方法计算上节给出的非 线

性非齐次 S e h r d d i n g e r
方程

。

A
、

对 D
·

K a u p所给的近似孤子解的验证
。

D
·

K au p等用微扰理论给出了非线性 S c h r 6 d i n g e ,方程的近似孤立子解的振幅 函 数为

2伽
。 。
加阳〕 ,

其以正比于夕马的频率在 a 二 0附近振动
,

形状保持不变
,

但这里的日仅 仅是个

小量
,

`

p较大时结果如何没见探讨
,

所 以我们用微扰法取较大日 ( p
二 2 ) 对方程求解

。

初值
:
劝( x ,

0 ) = s 心e
h ( x + 4 )

步长
: △ x = O

。

1
,

△ t = O
。

0 0 0 2 5

根据文〔习中△ t = 1 0
“ 3
的计算结果可知

,

时间步长取 1。~ 3
基本达 到了 速 度

。 、

波 宽 a’

I飞丽 dx 等守恒量的要求
,

但为进一步提高精度
,

以检验D
·

K ·
uP 等所给的孤子解 是否

为定态
,

所以取△ t 二 0
.

0 0 0 2 5 ,

结果见表一
。

衰-

峰值点X 一 4 一 2
.

8 一 0
.

2 2
.

8

0
.

8

3 8

甲m 1
.

0 0 000 1 72 35 1
.

955 1 9 1
.

36 0 72 1
.

0 00 1 9

波宽。

波 形

4
.

4 1
.

6 3
.

2

对 称 对 称 对 称 严重非对称

5
.

4

非对称

,、 一
, _ 、 .

I
L ,

~ ~
仕

,
丹甲

a 刀 而 . 咫谈不

图一

从表一
、

图一可 以看 出在日= 2时
,

D
·

K
a u p等所给的孤子解的振幅函数冲

。
在动振中 严

重变形
,

所 以作为近似孤子解是不适宜的
。

B
、

根据最小势能原理
,

孤子在外场中运动必定在势能最小时才能达到稳定 状态
,

而在

势阱中运动的孤子的能量自己不会减少
,

要使其达到稳态
,

管克英同志提出了人为释放能量
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的方法
,

即运动一段时间后
,

人为地将幅角变化所决定的能量
仁

OO 。
偿)

’ 去掉
,

具体
ha

是 N 步之后 ( N 由人为确定 ) 将其振幅函数 小 ( x , t ) 作为第 ( N + l ) 步的寸 ( x , 。 )
,

如

此循环
,

直至能量不再减少
,

振幅峰值附近 e为一常数
,

就视其达到了能量最小值
。

我们在计算中首先检验了用释能法能否得到定态解
,

然后求出了三个定态解
。

1
.

取冲 ( x , o )
二 s

ce h x ,

用 以验证释能法是否行之有效
,

在此初值下也进行了步长选

取的比较
:

{劝
。

I
` +

表二
。

取△ t一 。
.

。。。2 5
, △二 二 。

.

1用
s ; m p s 。 ·公式计算释能后剩余能量 E

·

丁兰
。

〔1黔}
’ -

x4
“

+l 劝
。

I
忍〕 dx 每 50 个△ t释能一次 ( 管克英同志已证明 E

。 十 :攫 E
。
〔3〕 )

。

计算结果见

表中丁为振幅峰值附近的幅角
, t 二 1 2

.

8时
, 一 13 提 x 成 1

.

3处 O近似为一个常数丁
,

t 二 0时
,

万
二 0

。

计算结果证明释能法是求孤子解的有效方法
。

b
、

作为与
a 的比较

,

在区域
: 1

.

6簇 t 蕊 8
.

0
, 一 15 毛 x 簇 1 5 内取△ t = 0

.

0 01 进行计算
,

中(
二 , 1

.

6 ) =
}不 ( x , 1

.

6 ) 1 ( 不为△ t 二 0
.

0 0 0 2 5时的计算结果 )
,

见表三
。

表二 一竺三一

—
甲 m 0 E n a 甲 m 0 E n

0 1
.

00 00 0 0 5
.

9 15 6 6 1
。

6 1
.

0 79 6 8 0 4
.

14 6 13 5
.

2

12
.

8 1
.

4 0 00 7 0
.

02 94 1
.

52 75 0 2
.

6 8
.

0 1
.

4 00 66 0
.

02 95 1
.

5 26 7 2
.

6

图二 图三

利用释能法求定态孤子解我们关心和需要的仅仅是最终得到的定态解
。

从表二
、

三
、

四

及图三可以看出
,

得到相似的定态解
,

取△ t = 。
.

0 01 比取△ t 二 。
.

。。0 2 5大大节省用机时间
:

释

能时间缩短且计算时间随步长增大而减少
,

所以取△ t 二 0
.

0 01 比较恰当
。

表四

一一 , 一丁一只鑫骊葡雨二一一飞添痴打一一甲藻赢砚厂一一
△ t = 0

.

0 00 25 1 1
.

2 1
.

5 27 50 1
.

4 0 00

△ t二 0
.

00 1 1
.

5 29 7 1
.

4 0 066
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2
.

将今 (二 ,
0 ) 二 eS 比二时定解的振幅函数左移四位作为方程的初值

,

即上述计算所得定

态解在外场中运动
,

检查其是否为孤子解
。

取△ t 二 0
。

0 0 025
,

△ x 二 O
。

1
,

结果见表五

衰五
一
一

.

厂下一一飞一一一一丁厂一一一不尸一
。
…
6 一 0

.

8 一
` .
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一
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_
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一一
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~

一
-

- ~
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一
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甲坦 1
.

4 0 00 0 4 1 294 5 1 81 8 1
.

59 25 6 3 55 25

波 形 对 称 稍不对称 对 称 对 称 对 称

这次计算不仅得到了定态解
,

而且给出了与A法相比较的结果
。

将表一
、

图一与表五
、

图四相比可明显看出对同一方程
,

同初一值用释能 法 比 D
·

K a u p

等用微扰理论给出近似孤子解有较大 的改进
,

释能法在p较大时适 用
,

戈戈)))

图五

3
·

, ` X , 。 ,
=

粼令“ 一 `一 ,一
`

a
、

△ t 二 0
。

0 01
, △工 = 0

。

1
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其中 t = 0时
,

E
。 = 1 5

。

4 5 0 4 , t = 1 6时达稳态 E
。

= 1 5
.

4 6 2了
,

即得到了一个定态
.

解
。

因为在释能过程中 E
。

稍有跳动
,

所以又做如下两次步长选取试验
,

以寻找原因
,

找出最

佳步长
。

b
、

△ t = 0
。

0 0 0 5
, △ x = 0

。
1

表七

一 1
.

0 49 09 一 1
.

04 74 0 一 1
.

04 7 11

0
.

9 08 7 11 0
.

9 13 66 8 0
.

9 15 190

一 1
.

0 4 73 8 一 1
.

0 47 15豹
川

一一一计算结果表明 ,

在释能过程中波形基本保持不变
,

情况如
a 。

e 、

△ t = 0
。

0 0 1
,

△ x = 0
。

0 5

裹八

`
{

“ ”
·

4 _ _
“

·

8 1
·

2 1
·

6

峰 I X = 一 1
.

1处甲m

峰 : X = 0处甲m

峰 S X二 1
.

又处甲 m

一 1
.

0 2 2 83 一 1
.

05 0 24 一 1
.

04 90 9 一 1
.

0 47 40 一 1
。

04 700

0
.

8 9 324 4 0
.

89 755 6 0
.

9 0 87 1 1 0
.

9 13 96 8 0
.

9 1 15弓8

一 1
.

0 2 2 83 一 1
.

05 0 24 一 1
.

0 49 07 一 1
.

0 49 4 8 一 1
.

0 46 97

当 t = 0时
,

E n = 1 8
。

4 6 9 4 ; t = 1
。

6时达到稳态
,

E n = 1 8
。

5 1 8 7。

从表六
、

七
、

八可 以看出
,

以上三种步长所得结果基本相同
,

均 得 到 E
。 = 1 8

。

5 左右 的

定态解
,

而
a
法所用时间若为 y ,

则计算相同区域 (0 ( t簇 1
.

6
, 一 15 《 x ( 15 ), b法用 2

.

6 8y
,

C法所用时间为2
.

23y ; a 、

b法所需内存相同
,

而
c
法所需内存增大一倍

,

超过了 64 k
,

程序需分段

覆盖
,

比较复杂 , b
、 c
法释能后达稳态时 E

。

略高于
a
法 , 三种方法中 E

。

的跳动现象基本相同
。

综上几点可知
, 1 ) 取 △ t 二 。

。

0 01
,

△ x 二 o
。

l 既可得到较为满意的结果
,

又可大大节省

机时和内存 , 2 ) E
。

的微小跳动并非步长选取不当所致
。

`
·

, ` X ,
0 ,

=

瓷一
’

△ t = 0
。

0 0 1

△ x = O
。
1
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.
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3

.

} 、 1 。
.

7 。
.
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.
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—
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—
_

} 甲 m
{

1
·

0 8“ 5 工
·

08 斗 5 工
·

09 84 6 工
·
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计算结果
: x = o时

,

E
。 = 10

.

2 825 , x = 5
。

6时达到定态
,

E
。 =

10
。

2 2 9 7 ; 释能过程中波形基

本不变
。

圣4 小 结
1

.

经多次试验证明
,

解非线性非齐次复 S c h r o d i n g e r
方程采用六点对称 格 式

,

步 长 取

△ t 二 。
.

01
, △ t = 0

.

1
,

既可达到精度要求
,

又可节省机时及内存
。

2
。

释能法在 p取较大值时比D
·

K a u p等的微扰法有很大改进
,

能求出定 态 孤 子 解
。

从

而
,

释能法是求解非线性非齐次复 S 。
砂 O雌i n g e :

方程定态孤子解的行之有效的方法
。

3
.

通过计算给出了无零点
、

一个零点
、

蔺个零点的三个定态孤子解
。

但在计算过程中 E
。

略

有跳动的原因尚待探讨
。

本工作是在秦元勋教授指导下进行的
,

物理间题由管克英同志提出
。

全部研究结果 ( 物

理问题
、

数学方法
、

数值计算 ) 由秦元助教授于 19 8 0年 9月 8日在北京国际双微会议上报告
。

〔1〕 尹业民
、

〔2〕 管克英
:

〔3〕 管克英
:
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