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本文给出了与图的正规积中的顶点集的边界有关的两个定理
,

求出了一类特殊树型图与

路的积的带宽
.

引 言

设 G 是有 N 个顶点的图
,

V ( G ) 是 G 的全体顶 点 的 集 合
,

称 任一 个 l 一 1 对 应 的函

( 数 f
:

V ( G ) * { 1
,

2
,

…
,

N } 为 G ( 或 V ( G ) ) 上的一个标号
,

记

B ( f ) = m a x
( f (

u
) 一 f (

v
)

: u 与 v 是 G 上相邻顶点 }
,

称 B ( f ) 为标号 f的带宽
。

又记

B ( G ) = m i n
{ B ( f )

:
f是 V ( G ) 上的标号 }

,

称 B ( G ) 为图 G 的带宽 〔 1 〕
。

若 f是 v ( G ) 上的一个标号且 B ( f ) 一 B( G )
,

则称 f 为

v ( G ) 上的 最佳标号
。

如何计算一个给定的图的带宽 ? 这是一个很有实际意义而引人 注 目

的问题
。

在计算技术方面
,

当用计算机处理大型稀疏矩阵时
,

为减少存贮量及运算次数
,

需

要使非零元素尽量向主对角线靠拢
,

此时便可考虑一个相应的图的带宽问题
。

但 一 般 的 图

( 甚至一般 的树 ) 的带宽的计算是个十分困难的 N P 一完全问题 〔 2 〕
,

〔 3 〕
,

只有一些较

为简 单的图的带宽已经求出 〔 1 〕
,

〔 4 〕 一 〔 8 〕

本文给出了与图的正规积中的顶点集的边界有关的两个定理
,

求出了一类特殊的树型图

与路的积的带宽
。

在下面的讨论中
,

除使用一般图论著作中常见的概念 及记号外
,

还使用如下一些记号
:

以 J表示全 体 整 数 的集合
;

对 任 m及 n ` J
,

当 n ) 二时 记 J〔m
, n 〕= { m

,

m + z
,

…
, n }

。

当

n
< m时记 J 〔m

, n 〕= 小
;

又记 nJ 一 J〔 1
, n 〕

。

对 任 一有 限 集 S
,

以 1 5 ! 表 示 S的 元素 个数
.

对任一个图 G及 w c v(
G )

,

以气w 表示图G 中w 的 边 界 〔 4 〕
,

以 I n t G w 一 w 一气w 表

示W的内部
。

当不至引起误会时
,

我们也把气 W及 nI t o W简写为
。
w 及 I n t W

.
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1
.

图的正规积中的顶点集的边界

借助于 Ha rp e r所给出的一个关于图的带宽的下 界 的 定 理 〔5 〕
,

仿照 c h , at al 。
va 在

〔 4 〕 中所采用的
“

位移
”

方法
,

沈韵秋在 〔 6 〕 中求出了两条 路 的 正 规 积 P。
·

P
n

的 带

宽
.

关于图的正规积的定义
,

可参看 〔9 〕
。

H a r p e r 关于图的带宽的下界的定理
,

乃 是
:

B ( G ) ) m a 二 { m i n 夏 }
“ S !

,
S已 V (G )

,

} S ! = k } ; l基 k里 }V (G ) } }
。

( 1
.

1 )

但在运用 H ar p e r 定理去求图G 的带宽的下界时
,

需要考虑 V ( G ) 的所有子集的 边 界 点 个

数
,

这是不很方便的
。

因此
,

我们希望找出V ( G ) 的一个子集族 F
,

使得 V ( G ) 的侮一子

集 S的边界点数不会小于 F 中一个对应的 集 合 S
。

( ! S
。

} ~ { S } ) 的边界点数
。

这 样
,

我

们就可以缩小 ( 1
.

1 ) 式中求下确界的范 围
。

C h v ` t al
o v 。

,

沈韵秋
,

李乔
,

罗海鹏 等人均对
几种具体的乘积 ( 或正规娜 图提出过几条关于位移的引理 〔 4 〕

,

〔 6 〕
,

〔 7 〕
,

〔 8 〕
,

淇目的

便是如此
。

在文 〔l 。〕 中我们 曾提出关于凝聚图与一般 图的积的顶点集的收缩的两个定理
,

推广了上述诸人的结论
。

这两个定理是
:

定理八

定理B

基 }
“
W !

。

设 G
,

,

G
:

及H 均是 图
。

若G 是
G

:

且G
:

上有凝 聚 标号 f
,

则 G
:
x H星G

: 又 H
。

设 G 及 H均是图
,

G上有凝聚标 号 f
。 则 对住w =c v `

( G 义 H ) 均 有 }
。 T (w )

这两个定理的证明诸参看 〔1的
,

在此不再详述
。

本节我们给出关于凝聚图与一般 图的

正规积的顶点集的收缩的另外两个定理
。

定 义 1
.

1 ( 1 ) 设 W仁 V ( G )
,

若 对 任 Z c V ( G )
,

当 】2 1二 } W ! 时 恒 有

}讼 } ) !
。
W }

,

则称w 是 G ( 或V ( G )) 的一个凝聚集
:

( 2 ) 设 f
:

V ( G ) 一 J
、
是 v ( G ) 的一个标 号

,

若对 1基 n
基 N

,

f
一 `

( J ) 总 是 G 的

凝聚集且

f ( 1 rt t ( f
一 ’

( .T
。

) ) ) = J
. , 。 、 ` : 一 , , , 、 、 .

、 一 ” 2 / 产一
’

. I n t ( f
一 `

( J
n

) ) l
,

则称 f是 G ( 或 v ( G )) 上的一个凝滚标每
.

此时
,

对任 n 任 J
n

称 f
一 `

( J
。

) 为 G上相对于 f的标

准凝 聚集
。

定义1
.

2 ( 1 ) 对任一图G 及 i 〔 J, 记

(

基 b i (

b i ( G ) = m i n { }
。
W }

:

W c V ( G )
,

1W l = i }
。

2 ) 设 G
,

及 G
:

是 两 个 图
。

若 ! v ( G
、
)

`

「言丁节七℃
: 奋了仁 巨 对 i任 J 均 有 b i( G

;

G
:

) 则记G
,

之G
:

。

定义 1
.

3 设 G及 H均是图
,

G上有凝聚标号 f
。

对任W c V ` G 笑 H ) ` 令

T ( W ’ 丁。杯;;
( ` ! w o v ( G ·

称 T ( W ) 为W沿着由 f所夫定的方向的收缩
。

x { y }
,

( 简称 T ( W ) 为W的收缩 )
9兰一王H定理 1

.

1 设 H
,

G
,

及 G
:

均是图
,

G
l

上有凝聚标号 f
,

G :

是G : 、 则 G
: ·

证 对 任W c V ( G : ·

H ) 及
v 〔 V ( H )

,

令W (
v

) = W 自 V ( G :

G : ·

H
.

v
} )

,

Z
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呱 丫 环 叮 “ ,

咬 碗
:

衅叭

呜

定理 2
.

I B ( T l : 1: l 。 x P
。

) = m i。 {
n ,

l
:
+ 1

:
+ l } + 。 i n {

n ,

l
:

证 记 G = T I , l : 】: x P
n ,

V = V (G )
。

为便于用坐标表示 G 的各点
,

欧氏空间中的图如下图所示
。

其次
,

不妨只考虑
n
之

z 的情形
。

又令

日( l :
,

l
: ,

1: , n
) = m i n

{
n ,

l
,
+ 1

:
+ 1 } + m i n

{
n ,

l
:

}

不妨 假定G 是三维

( 2
.

1 )

( A ) 我们先证 明

B ( G ) 呈 日( 1
: ,

12 ,

1
3 , n

)
.

为此
,

我们将给出V 上的一个标号 f
。
使得

B ( f 。
) 二 日( l

, ,

l
: ,

l
。 , n

)
.

( 2
.

2 )

( 2
,

3 )

作函数冲为
:

o
, s

) = 1
3
一 s ,

任 s 任 J 〔 o
,

l
: 〕

一 r ,

o ) = 1
3
+ Z r 一 l

,

任 r 任 J I :

/.、/.、汰冲
.

劝
.
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、
1

3
+ Z r ,

冲 ( r ,

0 ) =
{ 1 3

+ 1
2
+ r ,

任
r 任 J 1 2 ;

任 r 〔 J 〔1
2
+ 1

,

1: 〕

( A
。

) 当 1
3

里 n时
,

令

f
。

(
r , s ,

t ) = n
中 (

r , S
) + t

,

任 (
r , s ,

t ) 〔 V
.

易验此时 ( 2
.

3 ) 式成立
。

( A
Z

) 当 1
,
+ 1

:
+ 1基 h时

,

令
·

f
。

(
r , s ,

t ) = ( t一 1 ) ( 1
,
+ 1

2
+ 1

3
+ l ) + 冲 (

r , s
) + z

,

任 (
r , s ,

t ) 任 V
.

易验此时 ( 2
.

3 ) 式亦成立
。

( A 3
) 当 l

,
+ 1

2
+ l > n

> 1
3

时
,

作函数 甲为
:

对任 v 二 (
r , s ,

t ) 〔 V
,

令 甲 (
v
) = (

r

+ t ) ( 3 1
:
+ n

)
“
一 s

( 3 1
,
+ n

) + r 。

又作标号 f
。 :

V , J
。 ` ; 二 ; 二 , 、

, 、 使得对任 v 及 w 任
一 、 ` 1 ` , ` 1

/ , ` 。

八
’ 尸

`
,.J ’
刁

` 。 一

”
一 。 ( 1

,
+ I

:
+ 1

3
+ 一 ) 人忖

` ’ J ’
一

’

从
” 、

V
,

当月仅 当甲 (
v

) > 甲 ( w ) 时 f
。

(
v
) < f

。

( w )
.

易 验如此定义的标号 f
。

存 在唯一且

此时 ( 2
.

3 ) 式仍成立
。

综上所述可知
,

无论何种情形 ( 2
.

3 ) 式均成立
,

因而 ( 2
.

2 ) 式成立
。

( 例
:

按 ( A
。

) 所给的定义
,

T
、 3 : 火 P

4

上的标号 f
。
乃如下图所示 )

。

琳琳 澎
二二

叮叮 戈戈

lll宁 之下下 歹歹 3 777

评评 塑塑 男男 对对

33333 一 `̀ I口口

止止
琳 澎

二二

劲劲

召召召召召召召召
万万万 夕夕 l JJJJJJJ

了了
,,9

,

1亏
~~~

歹歹

___
_ _

888 庄庄 2 ZZZZZZZ

了了产
,, 男男

}}}}}}}}}}}}}}}}}}}
必

( B )下面我们还需证明
、

B ( G )里 日 ( 1:
,

l :
,

l :
, n

) ( 2
.

4 )

( B
:

) 先考虑 l : + 1
2
+ z = n

或
n
皇 l

,
二 l

:
= 1

3

鑫 n / 2 的情形
。

对任
v = (

r , s ,

t ) 任V
,

令 p (
v
) = (

r , s
)

, ’

q (
v
) 井飞

.

又令

V
。
= ( ( 0

,

0
,

t )
: t 任J n }

V
:
一 { (

r ,

o
,

t )
:

(
r ,

0
,

t ) 任 V
, r

> 0 }

V
:
= 谧(

r ,

o
,

t )
:

(
r ,

o
,

t ) 任 V
, r

< 0 }

V
3
= { ( o

, s ,

t )
:

( o
, s ,

t ) 〔 V
, s

> o }

对任W 二 V 及 i甘 J 3 ,

令
-

久
。

( W ) = I W 门V
。

I
’

,



广 西 科 学 院 学 报 第一卷

入i () W = !p (w 自 Vi)}
,

卜 i ( W ) = m a x { 入
。

( W )
,

久i (W ) }

二 i ( W ) = m i n ( 1 1
,

卜 i ( W ) }

今考虑 V 上的任一标号 f
,

为证 ( 2
.

4 ) 式
,

只需证

B ( f ) ) 日( 1 , ,

1
2 ,

1
3 , n

)

令 N = n
( 1

,
+ l

:
+ l

。
+ 1 )

,

又令 m 是 J N中满足如下条件的最小整数
:

3
、 n sn { 1

,

入
。

( f
一 `

( Jm ) } + E , i ( f
一 ’

( J二 ) )之
n + 1: 一 1

,

i = 1

( 2

{ ( 2
.

6 )
且至少存在两个数 j

,

k 〔 J 3 ,

使得

下 ,
( f

一 `

( J。 ) ) = l j
, , 、 ( f

一 `

( Jm ) ) = Ik

令 X ~ f
一 ’

( Jm )
,

因

B ( f ) 异 m a x { m i n
( f (

“
( V 一 X ) ) ) 一 m i n

( f (
,
X )

,

( f (
。 X ) ) }

.

故为证 ( 2
.

5 ) 式
,

只需要证

二 a x
( f (

”
( V 一 X ) ) ) 一 m a x

m a x ( !
” X l

,

!
,
( V 一 X ) } ! 里

n
+ 13

( 2
.

7 )

根据定理 A
,

B
,

我们不妨假定沿着由 P n 的某一凝聚标号所决定 的方向收缩 时X 是不变

3

集
.

其次
,

若入
。

(X ) = o贝归 X = 名

i =

立
,

故下面不妨假定入
。

(X ) > 。
.

( i ) 若对 i 〔 J 3均有入i

( X ) < 11
,

则 1V i 门
。
( V

一 X ) l 鑫卜
i ( X ) 》

: i

( x )
。

由此推出
,

当入。
( x ) (

n

3

时 l
,
(V 一 X )鑫 1 + 名

i = l

, :

( X )里
n + 13

.

当入
。

( X ) ~
n 时

,

更可

直接推出 !
a
( V 一 X ) }里

3 n > n + 13
.

3

( V s门
,
X )婆 公 T `

(X )之
n + 13 ,

( 2
.

7 )式成
i = l

厌
。

区少
/

入准 ;舟

介

( 11 ) 若恰有某一 i 任 J 3 使 入i (X ) 二 1 1
,

设 J 3 一 { i 圣= ( j
,

k }
,

据条件 ( 2
.

6 ) 不 妨假定

下
,、

( X ) = I k
,

易 见 j ( V i 国V
。
U V j ) 厂{

,
( V 一 X ) l鑫 m i n { n

,

11+ z + 林 ,

( X ) }
.
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ō洲 l月
侧

ee刁

一
一

,

一一
一

二

一一一一
}丫

’

l

一

万石
,

刃
-

一尹沪
口尸口

.

夕

由 此 推 出 1。 ( V一 X ) }呈 m i n 丈n ,

11+ 1+ 件,

( X )卜卜。 ( X ) 里 m i n { n
` 、

于 下 k ( X )
,

l +

3

艺 : i ( X ) } 里 n + 13 。

二二二 1

( 111 ) 若 洽有某 两 个 数 i
,

k 〔 J
。
使入i ( X ) 一 11沐k ( X ) ~ Ik

,

设 j二 J
。
一 谧i

,

k }
,

此

时
,

若 1 V i自
“ X I < 11且

】V k自
“ X l < Ik

,

贝}!因 m 是

满足 条 件 ( 2
.

6 ) 的最小整

数而有入
。

( X ) 墓
n 十 1

。
一 i1

一 Ik基 n 一 l
: ,

( 否则
,

以 `n

一 1代替 m
,

条件 ( 2
.

6 ) 仍

能成立
,

但 这与 m 的极小性质

相违 )
,

推出 1
” X I 二 } V k

门“ X ! + 1 ( V 5U V
。

U V J
)

门
。 X l里 (

n 一入
。

( X ) ) 十
。

l / l
一

二
尹 <

l / \ 「
一` _

一
七

_ _
_

,

一乙扮 、
. 。

黔二 、
臼 “ 尸洲 r

岭
K

里 n + 13 ; 若 } V i 门
。 X I

< 1 1且 1V k 门
。 X l 里 I k

,

或 } V
i自

。 X I婆 11
,

1 V k 自
。 X I 里 Ik 且

l q ( v i 门X ) l 一
n ,

贝11

+ 13
;

若 Jv *门 。 X 」里 l ; ,

以

}
“ X I ~ 1 v k 自。 X I + l ( V I U V

。

U V 」
) 「飞。 X I之 Ik + n 鑫 n

Jv ;
、

自。 X J鑫一k
,

且 l q ( v {〕 X ) l < n ,

l q ( v
,

自 X ) < : ,

贝!J亦

有 }
。
( v 一 X ) l 里 1 1+ Ik + l + ,

.

{
( X ) 婆

n + 1。
.



广 西 科 学 院 学 报 第一卷

(i V)若对任 i 任 J3均有

入 i ( X)= 1 1 ,

则因m 是满足

条件 ( 2
.

6 ) 的最小整数
,

当

13 < n
/ 2时必有入

。

( X ) 墓 l
,

二 n 一 l 一 1
2

呈 n 一 l 一 1
3 .

由此推 出 !
。 X {里 l 、 + 1

2
+

1 3 + l = n + l
。

( 如果 } q (

X ) I < n 的话 )
,

或推 出

!
。 X ! 里

n + I V
、 臼 “ X I

鑫 n + 1
3

( 如果有 哎 l
,

2
,

3 } 的某一 排列 f , j
,

k使

云

呀
铸

I ( V i 日V
。

U V j ) 自
“ X I里

n

的 话 )
,

或 推 出 l
“ X ! 里 l

、
+ 1

2
+ 1

3
+ l

丫诚

= n + l
。

( 如果 l q ( X ) ~ n ,
且对 任 弋i

,

J } f
一

l

J 3 均有 1(V I U V
。
U V ,

) 自
“ X ! <

n 的话
。

( 此时
,

由m 的极小性 质可 推出入
。

( X )一 ) )
。

其

次
,

当 1
3

里
n
/ 2 时必 有 入

。

( X ) = 1 ( 否 则 用 m 一 1 代 替
n l ,

条件 ( 2
.

6 ) 仍 成立 )
,

由

3

此 推 出 I
, X l璧 1 + 习 m i n 谧1 1

, n 一 l } 里
n + l。

.

i = l

综上所述
,

知无论在何种情形之下 ( 2
.

7 ) 式均 成 立
。

由 ( 2
.

了 ) 式 可 推 出 B ( f ) 呈
n

十 1 3 ,

由 f的任意性又可推出 B ( G ) 婆
n + 13 .

( B
Z

) 当 l ` + l
:
+ z < 。时

,

据 ( B
,

) 所述 结 论有 B ( G ) 里 B ( T l
,
z
:
z
。 X p l

, 、
z
: 十一 )

乏 l
:
+ l : + l

:
+ l 二 日( l

: ,

l : ,

l :
, n

)
.

( B 3
) 当 l :

+ 1: + l 鑫
n
且 l ,

+ 13 + 一 <
n时

,

令 k
Z
= n 一 l 一 1

: ,

据 ( B
:

) 的 结 论 有 B

( G ) 选 B ( T I
:
k

:
l
。 x p

主1

) 鑫
n + 1 3一 日( 1 , ,

1
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1
3 , n

)
。
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3
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。
< 。

/ 2时
,
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:
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= 1
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l

) 所得结
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,
k
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3 X p
l飞

) 里
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3
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3
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]
2 ,

1
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)
·

( B
。

) 当 ! 3
墓

n
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:
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13 }
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:
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n + k
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l
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)
.
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1
2 ,

1
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5 ) 式最后推出 B ( G ) = 13 ( I
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1
2 ,

1
3 , n )

。

定理 2
.

1证完
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2 11 一 l
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,

1
2

一

,

里 l
: n

羹 。
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树形图T I : r :

…
, 2
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.

8 )

为下图所示
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通过给出一个具体 的标号不难证明

B( T x
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l
:

… 1
: n X p

·

) 基 m i· { “ ,

1
1
+ 1

2
+ 1 } + i

n

艺

= 2
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12 1一 l

我们猜测上一式子中的
“

叁
”

号可改为等号
,

但未找到证明的方法
。
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