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♦算法研究与应用♦

基于凸组合技术的加速FR型共轭梯度算法*

李丹丹1,王松华2**

(1.广州华商学院应用数学系,广东广州 511300;2.百色学院数学与统计学院,广西百色 533000)

摘要:为高效求解非线性方程组问题,利用凸组合技术设计一个新型搜索方向,同时结合加速线搜索技术,提出

一个新的加速FR型共轭梯度算法。在合理的假设下,新算法拥有全局收敛的良好性质。数值试验结果表明,
新算法总体上优于经典FR算法和三项FR算法。新算法继承了修正FR方法的良好数值效果、充分下降性及

信赖域特征,并具有计算简单和存储量小的特点。
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0 引言

  在振动系统、潮流方程等科学与工程计算领域存

在许多大规模优化问题[1,2],而这些优化问题往往能

够转化为非线性方程组问题。因此,研究求解大规模

非线性方程组的高效数值算法具有重要的理论价值

与实际意义。

  本文主要考虑以下非线性方程组问题:

  F(x)=0,x∈Rn, (1)
其中 F:Rn → Rn 是 连 续 可 微 非 线 性 函 数。令

f(x)=
1
2‖F

(x)‖2,其中 ‖·‖ 为Euclidean范

数,那么求解非线性方程组问题(1)等价于求解如下

无约束优化问题:

  minf(x),x∈Rn。

  近年来,求解上述优化问题的常见算法有牛顿

法、信赖域法、拟牛顿法、LevenbergMarquardt算法

及其各种变形[38]。在选择合理初始点的前提下,上
述算法对于小规模优化问题具有快速收敛和数值效

果良好等特点,但在迭代过程中,需要计算和存储相

关矩阵信息,给求解大规模优化问题带来一定的局限

性。为建立求解大规模优化问题的高效算法体系,研
究者提出具有算法简单、计算和存储量低等优点的共

轭梯度法[911]。

  经典共轭梯度法的一般迭代公式为

  xk+1=xk +αkdk,k=0,1,2,...,
其中αk 为由某种线搜索所决定的步长。搜索方向
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dk 为

  dk =
-Fk, k=0

-Fk +βkdk-1,k≥1 ,

其中,βk 为共轭参数,Fk 为F(xk)的简写。

  本文基于 Abubakar等[12]提出的修正FR搜索

方向,借鉴Yuan等[13]的凸组合思想,构造凸组合系

数如下:

  Nk =
‖yk-1‖2

yT
k-1ω*

k-1

,

其 中:yk-1 = Fk - Fk-1,ω*
k-1 = ωk-1 +

max0,
-ωT

k-1yk-1

‖yk-1‖2  +1  yk-1,ωk-1=xk -xk-1。

  同时,采用Andrei[14]的加速线搜索技术,提出一

个求解大规模非线性方程组问题的加速FR型共轭

梯度算法。

1 算法描述与性质

  本节主要讨论搜索方向的构建并介绍线搜索技

术,同时提出凸组合修正共轭梯度算法。

  首先,Abubakar等[12]在2019年提出一种修正

FR共轭梯度法,其搜索方向为

  dk =
-Fk, k=0

-Fk +
‖Fk‖2ωk-1-FT

kωk-1Fk

maxμ‖ωk-1‖‖Fk‖,‖Fk-1‖2  
, k≥1 ,

其中,ωk-1=xk-xk-1,μ>0。该搜索方向具备充分

下降性和信赖域特征,能有效求解大规模无约束优化

问题。基于Yuan等[13]的凸组合思想,本文构建一个

新型的凸组合搜索方向:

  dk =

-Fk,k=0

-NkFk +(1-Nk)(‖Fk‖
2ωk-1-FT

kωk-1Fk)/

  max{2μ‖ωk-1‖‖Fk‖,‖Fk-1‖
2},k≥1







  ,

(2)
其 中, Nk 满 足 如 下 性 质: yT

k-1ω*
k-1 ≥

maxyT
k-1ωk-1,‖yk-1‖2  ≥ ‖yk-1‖2 >0,对任意

的k都有Nk ∈ 0,1  。

  其次,本文通过下述方法计算步长αk =r
mk,使

得mk 满足下式的最小非负整数,即

  f(xk +rmdk)-f(xk)≤σ(rm)2FT
kdk, (3)

其中,σ∈ (0,1),r∈ (0,1)。Andrei[14]研究表明,
合理地应用加速线搜索,将有效提高算法的计算效

率。于是借鉴于 Andrei[14]的加速线搜索技术思想,
对步长αk 做出修正,即

  α~ =γkαk ,

其中φk =αkFT
kdk,θk =-αkyT

k-1dk,γk =-φk

θk
。若

θk >0,则记αk =α~。

  最后,建立求解非线性方程组问题(1)的凸组合

加速FR型共轭梯度算法(MMFR)。

  步骤1:给定初始点x0 ∈Rn ,参数ε,σ,r,β,

μ∈ (0,1),令k:=0;

  步骤2:若 ‖Fk‖ ≤ε,则算法停止;

  步骤3:通过式(2)计算搜索方向dk;

  步骤4:若 ‖F(xk +dk)‖ ≤β‖Fk‖,则令步

长αk =1,转步骤6,否则转步骤5;

  步骤5:通过式(3)决定步长αk;

  步骤6:计算θk 和α~ ,若θk >0,则令αk =α~ ,否
则保持步长αk 不变;

  步骤7:(更新步)更新新的迭代点xk+1=xk +
αkdk ,令k:=k+1,转步骤2。

  为后续证明算法的全局收敛性质,下面分析搜索

方向dk 的两个重要性质:充分下降性和信赖域特性。

  引理 1 算 法 MMFR 产 生 的 序 列 dk  和

Fk  满足以下性质:

  FT
kdk ≤-Nk‖Fk‖2, (4)

及

  ‖dk‖ ≤τk‖Fk‖, (5)

其中,τk = Nk +(1-Nk)
1
μ  。

  证明:当k=0时,FT
0d0=-‖F0‖2,‖d0‖=

‖F0‖,显然式(4)(5)成立。当k≥1时,由式(2)
左乘FT

k 得

  FT
kdk =-Nk‖Fk‖2+

1-Nk  
‖Fk‖2ωT

k-1Fk -FT
kωk-1FT

kFk

max2μ‖ωk-1‖‖Fk‖,‖Fk-1‖2  
≤

-Nk‖Fk‖2。

  此外,由式(2)和CauchySchwartz不等式可知

  ‖dk‖=‖-NkFk +(1-Nk)·

‖Fk‖2ωk-1-FT
kωk-1Fk

max2μ‖ωk-1‖‖Fk‖,‖Fk-1‖2  
‖ ≤

Nk‖Fk‖+(1-Nk)·

‖Fk‖2‖ωk-1‖+‖Fk‖‖ωk-1‖‖Fk‖
2μ‖ωk-1‖‖Fk‖

≤

Nk +(1-Nk)
1
μ  ‖Fk‖,

  综上所述,式(4)和式(5)成立,引理1得证。
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2 全局收敛性分析

  为进一步分析算法 MMFR的收敛性,本节做如

下假设:

  假设H
  (H1)函数F(x)在开凸集Ω1 ⊆Ω=
x|‖F x  ‖ ≤ ‖F x0  ‖  是连续可微的;

  (H2)函数F x  的雅可比矩阵为 �F x  是有

界的且为对称正定矩阵,即存在正常数ξ1 ≥ξ2 >0,
使得有 ‖ �F x  ‖≤ξ1和ξ2‖p‖2≤pT �F x  
p≤ξ1‖p‖2,p∈Rn。

  引理2 在假设 H 条件下,序列 xk  、αk  、

Fk  和 dk  是 由 算 法 MMFR 产 生 的,那 么

‖Fk‖  为 单 调 递 减 的 收 敛 序 列 且

lim
k→�
‖αkFk‖=0。

  证明:由Brown等[15]的引理3.8可得

  f(xk +rmdk)-f(xk)≤σ1(rm)2FT
k �Fkdk,

利用假设H2的公式,结合上式得f(xk +rmdk)-
f(xk)≤σ(rm)2FT

kdk ,其中σ=σ1ξ1。因此,线搜索

是适定的。

  由引理1和式(3)可推出

  f(xk+αkdk)-f(xk)≤-σα2kNk‖Fk‖2≤0,
(6)

这说明函数f(x)沿着下降方向dk 是充分下降的。
公式(6)结合f(x)

 

的定义可知,对于任意的k,都有

‖Fk+1‖ ≤ ‖Fk‖。此外,由式(3)和式(4)得出

  lim
k→�

f xk +αkdk  -f x0  =

∑
�

k=0
f xk +αkdk  -f xk  ≤-σ∑

�

k=0
Nk‖αkFk‖2。

由假设H1中函数的有界性,再结合上式得

  σ∑
�

k=0
Nk‖αkFk‖2 ≤lim

k→�
f(x0)-f(xk +

αkdk)< �,
再结合Nk ∈ 0,1  推得lim

k→�
‖αkFk‖=0。

  下面给出算法 MMFR的全局收敛性定理。

  定理1 在假设 H 条件下,序列 xk  、αk  、

Fk  和 dk  是 由 算 法 MMFR 产 生 的,那 么 有

lim
k→�
‖ �f xk  ‖=0。

  证 明:由 引 理 2 可 知,若 lim
k→�

αk > 0,则

lim
k→�
‖Fk‖=0,结合�f x  = �F(x)F(x)可知结

论成立;若lim
k→�

αk =0,则显然有lim
k→�

αk ≠r,那么令

α-k =αkr-1,于是有如下不等式成立:

  f xk +α-kdk  -f xk  >σα-2kFT
kdk 。 (7)

  假设结论不成立,即存在正整数ξ,对于任意k,
那么有

  ‖ �f(xk)‖ >ξ。 (8)
另外,由假设 H1 可知,集合为有界集合,则序列

xk  是有界的,于是可得序列 dk  也是有界的。

不失一般性,设点x* 和d* 分别为序列 xk  和

dk  的聚点。因此,对式(7)取极限得

  �f x*  Td* ≥0。
同理,对式(6)取极限得

  �f x*  Td* ≤0。
上述 两 不 等 式 可 推 出 �f x*  Td* =0,由 于

‖d*‖ ≠0
 

(如果 ‖d*‖ =0,那 么 由 式(4)知

‖F(x*)‖=0),故 ‖ �f x*  ‖=0,这与式(8)矛
盾,于是结论成立。

  定理1说明序列 xk  至少是线性收敛的,下面

定理给出算法 MMFR具有强收敛性质。

  定理2 在假设H条件下,若算法 MMFR产生

的任一子序列 xk  收敛于聚点x*,则非线性方程

组问题(1)的最优解为x*,进一步有序列 xk  整列

收敛于x*。

  证明:类似于Yuan[16]中定理3.4的证明方法,
易证结论成立,故省略证明过程。
 

3 数值试验

  本节通过比较算法 MMFR、经典FR、三项FR
算法在求解大规模非线性方程组问题上的数值结果,
验证算法 MMFR的有效性与稳定性。

  下面给出经典FR算法和三项FR算法的搜索

方向,分别为

  dk =
-Fk, k=0

-Fk +
‖Fk‖2

‖Fk-1‖2
dk-1,k≥1







 , (9)

  dk =
-Fk, k=0

-Fk +
‖Fk‖2

‖Fk-1‖2
ωk-1+

FT
kωk-1

‖Fk-1‖2
Fk,k≥1







 。

(10)

  在算法 MMFR的步骤2中,分别采用式(9)和
式(10)产生搜索方向,其余步骤不变,得到的算法记

为FR算法和 MFR算法。
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  参数设置:r=0.5,σ=0.068,μ =0.25,β=
0.5。 程序运行环境:MATLAB(2014a)软件实现,

Windows10
 

(64
 

bite),RAM:8
 

G,CPU
 

3.60
 

GHz。

  算法终止准则为 ‖Fk‖ ≤10-5 或Iter>3000,
维数为[4500,12000,24000,30000,45000]。测试问

题的函数名称和初始点[17]见表1,数值试验结果如表

2所示,其中Pro
 

(Problem)为问题序号,Dim
 

(Di-
mension)为维数,Iter

 

(Iterations)为迭代次数,NF
(The

 

number
 

of
 

function)为函数F x  计算次数,

Time为程序运行时间(单位:s)。根据迭代次数、函
数计 算 次 数 和 运 行 时 间 可 以 看 出,总 体 上 算 法

MMFR最好,算法 MFR其次,算法FR最差(表2)。
表1 测试函数

Table
 

1 Test
 

function

序号
Number

函数名称
Function

 

name
初始点
Initial

 

point

1 Exponential
 

function
 

2
1
n2
,1
n2
,...,

1
n2  

2 Trigonometric
 

function 101
100×n

, 101
100×n

,...,
101
100×n  

3 Broyden
 

tridiagonal
 

function -1,-1,...,-1  

4 Trigexp
 

function 0,0,...,0  

5 Strictly
 

convex
 

function
 

1 1
n
,1
n
,...,

1
n  

6 Variable
 

dimensioned
 

function 1-
1
n
,1-

2
n
,...,1-

n
n  

7 Fivediagonal
 

system -2,-2,...,-2  

8 Extended
 

freudentein
 

and
 

roth
 

function 6,3,...,6,3  

9 Discrete
 

boundry
 

value
 

problem h×(1×h-1),h×(2×h-1),...,h×(n×h-1)  ,h=
1/(n+1)

10 Troesch
 

problem 0.5,0.5,...,0.5  

表2 数值结果

Table
 

2 Numerical
 

results

问题
Pro

维数
Dim

MMFR FR MFR

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

1 4
 

500 17 193 3.47E02 12 133 2.63E02 17 193 3.44E02

12
 

000 12 148 6.58E02 14 179 8.55E02 12 148 6.42E02

24
 

000 9 116 9.87E02 13 177 1.58E01 9 116 9.70E02

30
 

000 10 134 1.37E01 14 189 2.05E01 10 134 1.35E01

45
 

000 9 123 1.96E01 20 286 4.61E01 9 123 1.94E01

2 4
 

500 9 21 1.26E02 114 674 3.97E01 8 28 1.64E02

12
 

000 8 19 2.98E02 103 608 9.24E01 8 28 4.19E02

24
 

000 8 19 5.72E02 99 584 1.74E+00 8 28 8.04E02

30
 

000 8 19 6.85E02 103 608 2.25E+00 8 28 9.88E02

45
 

000 8 19 1.03E01 104 614 3.43E+00 8 28 1.48E01

3 4
 

500 32 147 2.81E02 1
 

685 24
 

996 4.37E+00 78 382 6.84E02

12
 

000 33 152 7.23E02 1
 

732 25
 

644 1.12E+01 74 362 1.61E01
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续表2
Continued

 

table
 

2

问题
Pro

维数
Dim

MMFR FR MFR

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

迭代次数
Iter

计算次数
NF

运行时间
Time

24
 

000 32 146 1.32E01 1
 

745 25
 

794 2.19E+01 71 347 3.02E01

30
 

000 33 151 1.69E01 1
 

751 25
 

876 2.71E+01 64 312 3.38E01

45
 

000 33 151 2.64E01 1
 

753 25
 

893 4.21E+01 69 336 5.54E01

4 4
 

500 73 433 1.77E01 1
 

116 16
 

252 6.46E+00 1
 

743 10
 

459 4.30E+00

12
 

000 73 433 4.58E01 1
 

117 16
 

266 1.66E+01 1
 

743 10
 

459 1.10E+01

24
 

000 73 433 8.98E01 1
 

117 16
 

266 3.28E+01 1
 

743 10
 

459 2.14E+01

30
 

000 73 433 1.11E+00 1
 

117 16
 

266 4.09E+01 1
 

743 10
 

459 2.65E+01

45
 

000 73 433 1.68E+00 1
 

118 16
 

280 6.15E+01 1
 

743 10
 

459 3.93E+01

5 4
 

500 25 72 1.62E02 13 25 4.86E03 9 17 3.37E03

12
 

000 25 72 4.01E02 13 25 1.20E02 9 17 8.30E03

24
 

000 26 75 7.70E02 13 25 2.27E02 9 17 1.58E02

30
 

000 26 75 9.49E02 13 25 2.81E02 9 17 1.97E02

45
 

000 26 75 1.48E01 13 25 4.47E02 9 17 3.07E02

6 4
 

500 2 3 1.85E04 2 3 1.91E04 2 3 1.94E04

12
 

000 2 3 3.68E04 2 3 3.89E04 2 3 3.69E04

24
 

000 2 3 6.24E04 2 3 6.31E04 2 3 6.25E04

30
 

000 2 3 7.68E04 2 3 7.68E04 2 3 7.56E04

45
 

000 2 3 2.05E03 2 3 2.07E03 2 3 2.07E03

7 4
 

500 357 2
 

472 7.49E01 1
 

398 20
 

345 6.05E+00 2
 

320 16
 

232 4.86E+00

12
 

000 359 2
 

485 1.92E+00 1
 

038 14
 

996 1.14E+01 304 2
 

058 1.55E+00

24
 

000 360 2
 

492 3.75E+00 1
 

061 15
 

218 2.26E+01 2
 

345 16
 

407 2.44E+01

30
 

000 360 2
 

492 4.64E+00 1
 

052 15
 

175 2.80E+01 311 2
 

119 3.89E+00

45
 

000 359 2
 

485 7.09E+00 1
 

070 15
 

479 4.37E+01 299 2
 

025 5.67E+00

8 4
 

500 199 1
 

510 3.05E01 93 996 1.93E01 117 798 1.56E01

12
 

000 207 1
 

572 7.98E01 96 1
 

017 4.91E01 120 820 4.02E01

24
 

000 211 1
 

603 1.56E+00 97 1
 

024 9.61E01 124 847 8.04E01

30
 

000 214 1
 

627 1.96E+00 98 1
 

030 1.20E+00 124 847 9.95E01

45
 

000 215 1
 

634 3.05E+00 98 1
 

030 1.85E+00 125 853 1.55E+00

9 4
 

500 10 36 2.64E02 3
 

000 46
 

931 3.39E+01 15 66 4.79E02

12
 

000 6 20 3.84E02 3
 

000 46
 

931 8.81E+01 11 46 8.70E02

24
 

000 4 13 4.94E02 25 221 8.14E01 7 27 1.00E01

30
 

000 3 9 4.17E02 5 18 8.22E02 6 22 1.01E01

45
 

000 3 9 6.24E02 4 13 8.97E02 4 13 8.99E02

10 4
 

500 3 4 2.05E04 3 4 1.91E04 3 4 1.97E04

12
 

000 3 4 3.82E04 3 4 3.66E04 3 4 3.73E04

24
 

000 3 4 6.29E04 3 4 6.27E04 3 4 6.35E04

30
 

000 3 4 7.68E04 3 4 7.66E04 3 4 7.71E04

45
 

000 3 4 2.06E03 3 4 2.08E03 3 4 2.01E03

  为直观地展示3种算法的性能差异,本节采用性

能曲线描绘方法[18]分别描绘出迭代次数性能图、函
数计算次数性能图和运行时间性能图(图1-3)。由

图1-3可知,算法 MMFR总体上比算法 MFR和算
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法FR更优,且具有更好的鲁棒性,因此本文提出的

算法 MMFR是有效的和鲁棒的。

图1 迭代次数性能图

Fig.1 Performance
 

profiles
 

of
 

the
 

number
 

of
 

iterations

图2 函数计算次数性能图

  Fig.2 Performance
 

profiles
 

of
 

the
 

number
 

of
 

computing
 

function

图3 运行时间性能图

Fig.3 Performance
 

profiles
 

of
 

CPUTime

4 结论

  本文在修正FR算法的基础上,结合凸组合思

想,构造出一个新的修正搜索方向,并利用加速线搜

索技术,提出一个加速FR型共轭梯度算法。新的搜

索方向不依赖线搜索,具有充分下降和信赖域特性,
还具有良好的理论性质与数值效果。因计算简单,存
储量小,十分适合求解大规模非线性方程组问题。同

时,也可尝试将新算法进一步推广到信号恢复等实际

应用中。
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Accelerated
 

FR
 

Conjugate
 

Gradient
 

Algorithm
 

Based
 

on
 

Convex
 

Combination
 

Technology
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Songhua2
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

nonlinear
 

equations
 

efficiently,a
 

novel
 

search
 

direction
 

is
 

designed
 

by
 

using
 

convex
 

combination
 

technology.Combined
 

with
 

accelerated
 

line
 

search
 

technology,a
 

new
 

accelerated
 

FR
 

conjugate
 

gradient
 

algorithm
 

is
 

proposed.
 

Under
 

reasonable
 

assumptions,the
 

new
 

algorithm
 

has
 

good
 

properties
 

of
 

global
 

convergence.The
 

numerical
 

results
 

show
 

that
 

the
 

new
 

algorithm
 

is
 

generally
 

superior
 

to
 

the
 

classical
 

FR
 

algorithm
 

and
 

Threeterm
 

FR
 

algorithm.The
 

new
 

algorithm
 

inherits
 

the
 

good
 

numerical
 

effect,sufficient
 

descent
 

and
 

trust
 

region
 

characteristics
 

of
 

the
 

modified
 

FR
 

method,and
 

has
 

the
 

characteris-
tics

 

of
 

simple
 

calculation
 

and
 

small
 

storage.
Key

 

words:nonlinear
 

equations,conjugate
 

gradient
 

method,convex
 

combination,sufficient
 

descent
 

trait,global
 

convergence
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