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China;2.CollegeofMathematicsandInformationScience,GuangxiUniversity,Nanning,Guan灢
gxi,530004,China)

摘要:针对大规模非线性无约束问题,采用文献[9]提出的新型线搜索和文献[10]修正 PRP公式设计一个新的

算法。在适当的条件下,证明新算法具有全局收敛性。初步的数值试验结果表明,新算法是有效的,适合求解大

规模非线性无约束优化问题。

关键词:非线性无约束优化暋共轭梯度法暋线搜索暋全局收敛性
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Abstract:Aimingatthelarge飊scalenonlinearunconstrainedproblem,anewalgorithmisde灢
signedbyusingthenewlinesearchproposedintheliterature[9]andamodifiedPRPformula
proposedintheliterature[10].Underappropriateconditions,thenewalgorithmisprovedto
haveglobalconvergence.Preliminarynumericaltestresultsshowthatthenewalgorithmisef灢
fectiveandsuitabletosolvesomelarge飊scalenonlinearunconstrainedoptimizations.
Keywords:unconstrainednonlinearoptimization,conjugategradientmethod,linesearch,glob灢
alconvergence

0暋引言

暋暋考虑非线性无约束最优化问题:

暋暋min{f(x)旤x暿Rn}, (1)
其中目标函数f(x):Rn 曻R 是连续可微非线性函

数。共轭梯度法在计算过程中只需运用一阶导数信

息,存储信息少,其收敛速度介于最速下降法和牛顿

法之间,具有二次终止性,在求解非线性无约束优化

问题时有良好的数值效果,而且编程简便,是最优化

问题求解中最常用的方法之一,其迭代公式为

暋暋xk+1=xk+毩kdk,k=0,1,2,…,

xk+1 和xk 分别是第k+1次和第k次迭代点,毩k 是步
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长因子,dk 是搜索方向,其迭代公式定义为

暋暋dk+1=
-gk+1暋暋暋暋if暋k=0
-gk+1+毬kdk暋if暋k曒{ 1

, (2)

其中参数毬k 暿R,gk+1 是函数f(x)在点xk+1 上的梯

度函数。共轭梯度法主要考虑步长因子毩k 和搜索方

向dk 两个因素。众所周知,步长因子毩k 计算有精确

线搜索和非精确线搜索两种方法,因为精确线搜索在

计算过程中计算量太大,因此在实际计算中主要采用

非精确线搜索。经典非精确线搜索方法有以下几种:
弱 Wolfe飊Powell(WWP)线搜索[1],强 Wolfe飊Powell
(SWP)线 搜 索[2],推 广 Wolfe飊Powell线 搜 索[3],

Armijo线搜索[4]和 Grippo飊Lucidi线搜索[5]等。研

究表明,非精确线搜索的建立,需要考虑到两个问

题[6]:满足非精确线搜索准则的毩k 是否存在,采用非

精确线搜索准则的共轭梯度法是否全局收敛。在实

际运算中,线搜索需要一定量的运算时间,而且线搜

索的选择会影响到算法的计算效果。近来,针对于

PRP共轭梯度法的线搜索研究取得了一些成果,较
为典型的有韦增欣的3种新型线搜索[7飊9],也已经得

到广泛使用。

暋暋2017年,Yuan等[10]在其论著中提出一种新型

线搜索(简称 MWWP型线搜索),在较强的条件下该

线搜索对经典PRP公式具有全局收敛的性质,数值

实验结果表现很好,更具竞争性。MWWP型线搜索

形式如下:

暋暋f(xk+毩kdk)曑fk+毮毩kgT
kdk+

毩kmin[-毮1gT
kdk,毮毩k

2暚dk暚2] (3)

和

暋暋g(xk +毩kdk)Tdk 曒氁gT
kdk + min[-毮1gT

kdk,

毮毩k暚dk暚2], (4)
其中,毮暿 (0,1/2),毮1 暿 (0,毮)和氁暿 (毮,1)。

暋暋 同样的,针对公式(2)参数毬k 选取不同的公式即

为不同的方法,经典的有以下6种:FR、PRP、HS、

LS、DY 和 CD 等方法[11]。这些个方法各具特点,

PRP、HS和 LS方法数值好但在一般条件下不具备

全局收敛性,FR、DY 和 CD方法理论上收敛性表现

良好但是数值结果不是很理想,总体而言在数值结果

上PRP方法表现最为优越。针对 PRP共轭梯度法

收敛性质差的缺陷,许多研究者通过修正PRP公式,
在适当的线搜索上设计新的算法,取得丰富的成果。
其中,黎勇[12]给出一种修正 PRP共轭梯度法,其参

数毬*
k 形式如下:

暋暋毬*
k =

gT
k(暚gk-1暚

暚gk暚gk-gk-1)

gT
k-1gk-1

, (5)

式(5)参数毬*
k 具有非负性等性质,通过式(5)建立的

共轭梯度法均具有较好的全局收敛性[12飊14],在数值试

验上针对选取的测试函数计算出的结果普遍良好且

稳定[12飊13],适合求解实际大规模非线性无约束最优化

问题。

暋暋但是,式(5)在 MWWP型线搜索下是否也具有

全局收敛性质,数值结果表现如何等情况尚未提出。
一个好的共轭梯度法通常与选定的线搜索有很大的

关系,基于此,本文利用 MWWP型线搜索和公式(5)
设计一个新的算法,分析其全局收敛性,并分别采用

其他经典的几类线搜索对公式(5)进行大规模问题的

数值实验,分析新算法的有效性,最终通过对 MW灢
WP型线搜索和公式(5)的进一步研究,给大规模非

线性无约束优化问题提供更好的解决方法。

1暋新线搜索下修正PRP共轭梯度法

暋暋为方便表述,本文将新算法称为算法1,其步骤

如下。

暋暋步骤1:选择一个初始点x1 暿Rn,毰暿(0,1),毮暿
(0,1/2),毮1 暿 (0,毮),氁暿 (毮,1)。令d1=-g1=
-煥f(x1),k=1;

暋暋 步骤2:如果 暚gk暚 曑毰,则停止;

暋暋 步骤3:利用线搜索(4)和(5)计算步长毩k;

暋暋 步骤4:令xk+1=xk+毩kdk;

暋暋 步骤5:如果 暚gk+1暚 曑毰,则停止;

暋暋 步骤6:利用公式(3)计算参数毬*
k ,公式(2)计算

搜索方向dk+1=-gk+1+毬*
kdk;

暋暋 步骤7:令k暶=k+1,然后继续步骤2。

暋暋一般的,在非线性共轭梯度法收敛性的证明中需

要用到以下假设。

暋暋假设1:

暋暋(A)水平集L0={x旤f(x)曑f(x0)旤}有界,其
中f(x0)是初始点。

暋暋(B)令f(x)是连续可微,且梯度函数g(x)在水

平集L0 >0内Lipschitz连续,即

暋暋暚g(x)-g(y)暚 曑L暚x-y暚,x,y暿Rn。
(6)

暋暋 因为{f(xk)}是单调递减序列,因此由算法产生

的序列{xk}包含在水平集L0 中,且存在一个常数

XM >0,使得

暋暋暚x暚 曑XM,x暿L0。 (7)

2暋全局收敛性分析

暋暋Yuan等[10]指出,MWWP线搜索有两种情况:

暋暋栙min(-毮1g(xk)Tdk,毮毩k暚dk暚2)=
927广西科学暋2018年12月暋第25卷第6期



毮毩k暚dk暚2;

暋暋栚min(-毮1g(xk)Tdk,毮毩k暚dk暚2)=
-毮1g(xk)Tdk

暋暋本文主要讨论算法1在 MWWP线搜索情况栙
条件下的全局收敛性。

暋暋为证明算法1的全局收敛性,下面给出假设2。

暋暋假设2:下面的关系式

暋暋dT
kgk <0和gk+1dk 曑-氁1gT

kdk (8)
对任意的k都成立,其中氁1 曑氁。

暋暋以下我们将讨论新算法的全局收敛性。首先给

出引理1和引理2,其具体的证明详见 Yuan等[10]的

Lemma4.1和Lemma4.2,本文不再赘述。

暋暋引理1暋考虑算法1,且假设1和假设2成立,如
果序列 {xk,毩k,dk,gk}由算法1生成,则下面两个式

子必有一个成立:

暋暋 暺
曓

k=0

暚gk暚4

暚dk暚2 < 曓 (9)

或

暋暋lim
x曻曓

inf暚gk暚=0。 (10)

暋暋引理2暋假设条件满足引理1,如果

暋暋 暺
曓

k=0

1
暚dk暚2 < 曓, (11)

那么下式

暋暋lim
x曻曓

inf暚gk暚=0 (12)

成立。

暋暋 定理1暋 假设条件满足引理1,且 MWWP线搜

索满足情况 栙,即

暋暋min(-毮1g(xk)Tdk,毮毩k暚dk暚2)=毮氁k暚dk暚2,
那么有

暋暋lim
x曻曓

inf暚gk暚=0。

暋暋 证明:采用反证法来证明。假设定理不成立,那
么存在一个常数毰0 >0,使得

暋暋暚gk暚 曒毰0,炐k曒1。

暋暋 由 假 设 1,则 存 在 一 个 常 数 GM > 0,使 得

暚g(x)暚 曑GM,x暿Rn,且dk+1=-gk+1+毬kdk。于

是有

暋暋暚dk+1暚 曑 暚-gk+1+毬*
kdk暚 曑 暚gk+1暚+

暚毬*
k 暚暚dk暚 曑 暚gk+1暚+

暚gT
k+1暚暚 暚gk暚

暚gk+1暚gk+1-gk暚

暚gk暚2 暚dk暚=暚gk+1暚+

暚gT
k+1暚暚 暚gk暚

暚gk+1暚gk+1-gk+1+gk+1-gk暚

暚gk暚2 ·

暚dk暚 曑 暚gk+1暚+

暚gT
k+1暚 暚 暚gk暚

暚gk+1暚gk+1-gk+1暚+暚gk+1-gk
æ

è
ç

ö

ø
÷暚

暚gk暚2

暚dk暚 曑 暚gk+1暚+
暚gT

k+1暚2暚gk+1-gk暚暚dk暚
暚gk暚2 曑

暚gk+1暚+2GML暚sk暚暚dk暚
暚gk暚2 曑 暚gk+1暚+

2GML暚sk暚
毰2

0
暚dk暚,

又由式(3),得到

暋暋f(xk)-f(xk+毩kdk)曒-毮毩kgT
kdk-

毩kmin[-毮1gT
kdk,毮毩k

2暚dk暚2]曒-(毮-毮1)gT
kdk。

对上述不等式从k=0到 曓 求和,结合假设1(A),
得到

暋暋暺
曓

k=0

(-毮1毩kgT
kdk)< 曓。 (13)

由 MWWP 线搜索的情况 栙:min(-毮1g(xk)Tdk,

毮毩k暚dk暚2)=毮毩k暚dk暚2 和式(13),有

暋暋暺
曓

k=0

(毮暚sk暚2)=暺
曓

k=0

(毮毩2
k暚dk暚2)曑

暺
曓

k=0

(-毮1毩kgT
kdk)< 曓。

则

暋暋暚sk暚 曻 曓,k曻 曓。
从而,存在一个整数k0 曒0和一个常数s暿 (0,1),对
所有的k曒k0,使得

暋暋2GML暚sk暚
毰2

0
曑s。

因此,对所有的k曒k0,我们有

暋暋暚dk+1暚 曑GM +s暚dk暚 曑GM(1+s+

s2+…+sk-k0-1)+sk-k0暚dk0暚 曑 GM

1-s+暚dk0暚。

令 DM = max{暚d1暚,暚d2暚,…,暚dk0暚,GM

1-s+

暚d0暚,我们得到

暋暋暚dk暚 曑GM,炐k>0。
这与引理2矛盾。证明完毕。

3暋数值实验和新算法有效性分析

暋暋为考查本文提出的新搜索下修正PRP共轭梯度

法方法(算法1)的数值表现,下面我们将其与算法2、
算法3和算法4进行比较。相关的参数选取分别

如下。

暋暋算法1:公式(3)与 MWWP线搜索[10],其中毮=
0.49,毮1=0.24,氁=0.67;

暋暋算法2:公式(3)与弱 Wolfe飊Powell线搜索[1],其

037 GuangxiSciences,Vol灡25No灡6,December2018



中毮=0.49,氁=0.67;

暋暋算法3:公式(3)与广义 Wolfe飊Powell线搜索[3],
其中毮=0.49,氁1=0.67,氁1=11.12;

暋暋算法4:公式(3)与强 Wolfe飊Powell线搜索[2],其
中毮=0.49,氁=0.67。

暋暋此次数值实验,选用Bongartz等[15]和 Andrei[16]

提出的 CUTEr数据库中69个测试问题,分别对4

种算法进行模拟试验。电脑系统为Intel(R)Xeon
(R)CPU,E5507@2.27GHz,4.00GB内存,Win灢
dows7操作系统。采用 MATLAB2014b编程和运

行,维数取值为[4500,9000,15000,45000],终止条

件:暚gk暚 曑10-5 或迭代次数超过800。测试问题

见表1。

表1暋测试问题

Table1暋Testproblem

No. 问题Problem No. 问题Problem
1 ExtendedFreudensteinandRothFunction 36 BDQRTICFunction(CUTE)

2 ExtendedTrigonometricFunction 37 TRIDIAFunction(CUTE)

3 ExtendedRosenbrockFunction 38 ARWHEADFunction(CUTE)

4 ExtendedWhiteandHolstFunction 39 ARWHEADFunction(CUTE)

5 ExtendedBealeFunction 40 NONDQUARFunction(CUTE)

6 ExtendedPenaltyFunction 41 DQDRTICFunction(CUTE)

7 PerturbedQuadraticFunction 42 EG2Function(CUTE)

8 Raydan1Function 43 DIXMAANAFunction(CUTE)

9 Raydan2Function 44 DIXMAANBFunction(CUTE)

10 Diagonal1Function 45 DIXMAANCFunction(CUTE)

11 Diagonal2Function 46 DIXMAANEFunction(CUTE)

12 Diagonal3Function 47 BroydenTridiagonalFunction
13 HagerFunction 48 AlmostPerturbedQuadraticFunction

14 GeneralizedTridiagonal1Function 49 TridiagonalPerturbedQuadraticFunction
15 ExtendedTridiagonal1Function 50 EDENSCHFunction(CUTE)

16 ExtendedThreeExponentialTermsFunction 51 VARDIMFunction(CUTE)

17 GeneralizedTridiagonal2Function 52 STAIRCASES1Function
18 Diagonal4Function 53 LIARWHDFunction(CUTE)

19 Diagonal5Function 54 DIAGONAL6Function

20 ExtendedHimmelblauFunction 55 DIXON3DQFunction(CUTE)

21 GeneralizedPSC1Function 56 DIXMAANFFunction(CUTE)

22 ExtendedPSC1Function 57 DIXMAANGFunction(CUTE)

23 ExtendedPowellFunction 58 DIXMAANHFunction(CUTE)

24 ExtendedBlockDiagonalBD1Function 59 DIXMAANIFunction(CUTE)

25 ExtendedMaratosFunction 60 DIXMAANJFunction(CUTE)

26 ExtendedCliffFunction 61 DIXMAANKFunction(CUTE)

27 QuadraticDiagonalPerturbedFunction 62 DIXMAANLFunction(CUTE)

28 ExtendedWoodFunction 63 DIXMAANDFunction(CUTE)

29 ExtendedHiebertFunction 64 ENGVAL1Function(CUTE)

30 QuadraticFunctionQF1Function 65 FLETCHCRFunction(CUTE)

31 ExtendedQuadraticPenaltyQP1Function 66 COSINEFunction(CUTE)

32 ExtendedQuadraticPenaltyQP2Function 67 ExtendedDENSCHNBFunction(CUTE)

33 AQuadraticFunctionQF2Function 68 DENSCHNFFunction(CUTE)

34 ExtendedEP1Function 69 SINQUADFunction(CUTE)

35 ExtendedTridiagonal飊2Function

暋暋我们采用 Dolan和 Mor'e[17]提出的比较分析方

法。根据本次实验的数值结果,针对4种算法的迭代

次数(NI)、目标函数值计算次数(NF)、运行时间

(CPUtime)和目标函数梯度计算次数(NG)等4个指

标,分别作出算法1、算法2、算法3和算法4的性能

比较图,详见图1~4。从性能比较图的曲线变化走

向可以看出,在相同的运行环境下,对选取的69个测

试问题,算法1在迭代次数、目标函数值的计算次数、
运行时间和目标函数梯度的计算次数上,都比算法

2、算法3和算法4的计算效率更好,稳定性更优。

137广西科学暋2018年12月暋第25卷第6期



图1暋迭代次数比较图

Fig.1暋Comparisongraphofiterationnumber

图2暋目标函数值计算次数比较图

暋暋Fig.2暋Comparisongraphofcalculationnumberofobjec灢
tivefunctionvalue

图3暋运行时间比较图

Fig.3暋Comparisongraphofruningtime

图4暋目标函数梯度值计算次数比较图

暋暋Fig.4暋Comparisongraphofcalculationnumberofobjec灢
tivefunctiongradientvalue

4暋结语

暋暋本文针对大规模非线性无约束优化问题,在经典

非精确线搜索的基础上,利用 Yuan 等[10]提出的新

型线搜索技术,结合黎勇[12]的修正 PRP公式,设计

出一种新的PRP共轭梯度法。在适当的条件下,证
明新算法的全局收敛性。对选取的69个测试函数进

行初步的数值试验,维数取值范围在[4500,9000,

15000,45000],并与3种经典非精确线搜索技术下的

算法进行比较分析。结果表明,新算法能够有效求解

45000维的大规模问题,总体表现更好,新算法是有

效的。

暋暋在未来的工作中,我们将对新线索的理论进行思

考和讨论,如新线索在其他共轭梯度法上的应用,新
算法中相关参数选取对算法运行效果的影响;同时,
新算法在解决实际大规模非线性无约束优化问题的

效果有待进一步验证。

参考文献:

[1]暋MCCORMICK GP.A modificationofArmijo'sstep飊
sizerulefornegativecurvature[J].MathematicalPro灢
gramming,1977,13(1):111飊115.

[2]暋YUANYX,SUN W Y.Theoryandmethodsofoptimi灢
zation[M].Beijing:SciencePressofChina,1999.

[3]暋李董辉,童小娇,万中.数值最优化[M].北京:科学出版

社,2005.
LID H,TONG XJ,WAN Z.Numericaloptimization
[M].Beijing:SciencePress,2005.

[4]暋ARMIJOL.Minimizationoffunctionshavinglipschitz
conditions partialderivatives[J].PacificJournalof
Mathematics,1966,16(1):1飊3.

[5]暋GRIPPOL,LAMPARIELLOF,LUCIDIS.Anonmon飊
otonelinesearchtechniqueforNewton'smethods[J].
SIAMJNumerAnal,1986,23(4):707飊716.

[6]暋高立.数值最优化方法[M].北京:北京大学出版社,

2014.
GAOL.Numericaloptimization method[M].Beijing:

PekingUniversityPress,2014.
[7]暋WEIZX,LIGY,QILQ.Globalconvergenceofthe

Polak飊Ribi湪re飊Polyakconjugategradientmethodwithan
Armijo飊typeinexactlinesearchfornonconvexuncon灢
strained optimization problems[J].Mathematics of
Computation,2008,77:2173飊2193.

[8]暋WEIZX,QILQ,CHENX.AnSQP飊typemethodand
itsapplicationinstochasticprograms[J].JournalofOp灢
timizationTheoryandApplications,2003,116(1):205飊
228.

[9]暋WEIZX,QILQ,ITOS.Newstep飊sizerulesforopti灢

237 GuangxiSciences,Vol灡25No灡6,December2018



mizationproblems[J].InternationalConferenceonRe灢
centAdvancesinComputationalMathematics,JapanSI灢
AM,2001.

[10]暋YUANGL,WEIZX,LUX W.Globalconvergenceof
BFGSandPRPmethodsunderamodifiedweakWolfe飊
Powelllinesearch[J].Applied MathematicalModel灢
ling,2017,47:811飊825.

[11]暋戴彧虹,袁亚湘.非线性共轭梯度法[M].上海:上海科

学技术出版社,2000.
DAIY H,YUAN Y X.Nonlinearconjugategradient
method[M].Shanghai:ShanghaiScientific& Technical
Publishers,2000.

[12]暋黎勇.一类修正PRP共轭梯度法的全局收敛性及其数

值试验结果[J].西南大学学报:自然科学版,2011,33
(11):23飊28.
LIY.Globalconvergenceandnumericalexperimentsof
somenew modification of PRP conjugate gradient
method[J].JournalofSouthwestUniversity:Natural
Science,2011,33(11):23飊28.

[13]暋黎勇.一种修改的 PRP 共轭梯度法[J].广西科学,

2013,20(1):5飊8.
LIY.A modificationPRPconjugategradientmethod

[J].GuangxiSciences,2013,20(1):5飊8.
[14]暋黎勇.无约束优化中的一种修正的PRP共轭梯度法的

全局收敛性分析[J].百色学院学报,2010,23(3):55飊
59.
LIY.Globalconvergenceanalysisofa modification
PRPconjugategradientmethodforunconstrainedopti灢
mization[J].JournalofBaiseUniversity,2010,23(3):

55飊59.
[15]暋BONGARTZI,CONNAR,GOUNLDN.CUTE:

Constrained and unconstrained testing environment
[J].Acm Transactionson MathematicalSoftware,

1995,21(1):123飊160.
[16]暋ANDREIN.Anunconstrainedoptimizationtestfunc灢

tionscollection[J].EnvironmentalScienceandTech灢
nology,2008,10(1):6552飊6558.

[17]暋DOLANED,MOR痦JJ.Benchmarkingoptimization
softwarewithperformanceprofiles[J].Mathematical
Programming,2001,91(2):201飊213.

(责任编辑:米慧芝)暋暋

337广西科学暋2018年12月暋第25卷第6期


