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摘要:针对一类非光滑凸优化问题,提出一个带非欧氏范数的双稳定束方法.通过利用邻近函数代替传统的欧氏

距离,形成更具广泛性的双稳定子问题,进而在计算上可充分利用可行集的几何结构,加快收敛速度、减少计算

量.分析论证了算法的全局收敛性,当下降步有限时,最后一个稳定中心即为问题的最优解;当下降步无限时,稳
定中心点列任意的聚点均为问题的最优解.该方法将传统邻近束方法和水平束方法的稳定性有机融合,从而具

备更优越的理论性质和更稳定的数值效果.
关键词:双稳定束方法暋邻近函数暋非光滑优化暋全局收敛
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Abstract:Inthispaper,adoublystabilizedbundlemethodwithnon飊Euclideannorm waspro灢
posedtosolveaclassofnon飊smoothconvexoptimizationproblems.Byusingtheproximity
functiontoreplacethetraditionalEuclideandistance,amoregeneraldoublystabilizedsub飊
problemwasformed,andthegeometricstructureofthefeasiblesetcouldbefullyutilizedinthe
calculationtospeeduptheconvergencerateandreducethecomputationalcost.Theglobalcon灢
vergenceofthealgorithm wasanalyzedanddemonstrated.Whenthenumberofdescentsteps
wasfinite,thelaststablecenterwastheoptimalsolutionoftheproblem.Whenthenumberof
descentstepswasinfinite,eachaccumulationpointofthesequenceofstablecenterswastheop灢
timalsolutionoftheproblem.Thismethodwellcombinedthestabilityoftraditionalproximal
bundlemethodandlevelbundlemethod,sothatithadmoresuperiortheoreticalpropertiesand
morestablenumericaleffects.
Keywords:doublystabilizedbundlemethod,proximalfunction,non飊smoothoptimization,

globalconvergence

0暋引言

暋暋考虑求解如下非光滑凸优化问题

暋暋f* =inf f( )x :x暿{ }X , (0.1)
其中,f:Rn 曻R 为非光滑凸函数,X 灹Rn 为非空闭

凸集.
暋暋 非光滑优化是最优化研究[1飊3] 的重要分支,其在
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数据挖掘[4]、图像恢复[5] 及机器学习[6] 等领域有着

广泛应用.束方法是求解非光滑优化最有效的方法之

一[7飊9].传统束方法包括邻近束方法[10]、水平束方

法[11] 和信赖域束方法[12] 等.最近,De Oliveira和

Solodov[13] 结合邻近束方法与水平束方法的稳定性,
提出求解问题(0.1)的一个双稳定束方法,其通过求

解如下子问题产生新迭代点xk+1:

暋暋min

暒fk ( )x + 1
2氂k

暚x-x̂k暚2:暒fk ( )x 曑lk,x暿{ }X ,

(0.2)
其中,暒fk ( )x 是在第k 次迭代时产生的f ( )x 的割平

面模型,且满足暒fk ( )x 曑f( )x ,̂xk 为当前稳定中心,

氂k >0为邻近参数,lk 暿R 为水平参数.
暋暋注意到子问题(0.2)的邻近项采用的是经典的欧

氏距离,为充分利用可行集的几何结构,加快收敛速

度,提升数值效果,许多方法引入了非欧氏距离.沈洁

等[14]在文献[13]中引入矩阵范数,应用对偶思想进

行求解,分析算法的全局收敛性.Kiwiel等在邻近点

算法中引入 Bregman距离替代邻近项,获得算法的

全局收敛性[15];在邻近束方法中引入Bregman距离

替代邻近项,允许求解子问题时出现近似解,获得算

法的全局收敛性[16].
暋暋本文基于邻近函数,引入非欧氏距离,对子问题

(0.2)进行改进,提出一个带非欧氏范数的双稳定束

方法.该方法充分吸收了传统邻近束方法和水平束方

法的优势,在产生新迭代点的二次规划子问题中引入

邻近函数代替传统的欧氏距离,使得在计算上可充分

利用可行集的几何结构,获得优良的数值效果.
暋暋本文符号说明.凸函数f在x 处的次微灥f(x)=
{g:f(y)曒f(x)+暣g,y-x暤,炐y},毰-次微分记为

灥毰f(x)={g:f(y)曒f(x)+ 暣g,y-x暤-毰,炐y}.
NX(x)表示X 在点x 处的法锥,即NX(x)={y:暣y,

z-x暤曑0,炐z暿X}.iX(x)为指示函数,即:若x暿
X,则iX(x)=0;否则iX(x)=+曓.

1暋 算法与性质

暋暋 引入邻近函数[17]

暋暋D x,( )y = ( )hx -h( )y -暣Ñh( )y ,x-y暤.
暋暋 为叙述简便,假设h:X 曻R 为一阶连续可微的

强凸函数,满足

暋暋h( )y 曒 ( )hx + 暣Ñ ( )hx ,y - x暤 + 氁h

2
暚y-x暚2,炐x,y暿X, (1.1)
其中氁h >0为函数h的凸性参数.

暋暋 将子问题(0.2)推广如下:

min暒fk ( )x +1
氂k

D x,̂x( )k :暒fk ( )x 曑lk,x暿{ }X ,

(1.2)

其中暒fk ( )x =max
j暿Bk

{f
-

j(x):=f(xj)+暣gj,x-xj暤},

指标集Bk 灹 {1,…,k},xj 为迭代点,gj 暿灥f(xj).当

h(·)=1
2 暚·暚 时,子问题(1.2)变为子问题(0.2).

暋暋 通过引入一个变量t,问题(1.2)可写成:

暋暋 min
(x,t)暿Rn+1

{t+1
氂k

D(x,̂xk):暒fk(x)曑t,t曑lk,x暿X}, (1.3)

易知问题(1.2)与问题(1.3)关于x 部分的解是等

价的.
暋暋 以下引理给出子问题(1.2)的性质.
暋暋 引理1.1暋 若Xk={x暿X:暒fk(x)曑lk}曎 煣,
则子问题(1.2)有唯一解xk+1.此外,若X 为多面体

或者riX 暽 {x 暿 Rn:暒fk(x)曑lk}曎 煣,则存在

sk+1 暿灥暒fk(xk+1),pk+1 暿 NX(xk+1)=灥iX(xk+1)和拉

格朗日乘子毺k 曒1,毸k 曒0使得

暋暋 Ñhxk+( )1 =Ñhx̂( )k -氂k毺k̂gk, (1.4)

暋暋̂gk=sk+1+1
毺k
pk+1,毺k=毸k+1, (1.5)

暋暋毺k(暒fk(xk+1)-tk+1)=0,毸k(暒fk(xk+1)-lk)=0
成立.此外,对于任意的x暿X,定义聚集线性化函数

暋暋煀fa
k(x)暶=暒fk(xk+1)+ 暣̂gk,x-xk+1暤, (1.6)

则

暋暋煀fa
k(x)曑暒fk(x)曑f(x),x暿X. (1.7)

暋暋 证明:由于问题(1.2)的目标函数是强凸函数且

可行集非空,故存在唯一最优解xk+1.根据问题(1.3)
的最优性条件,存在最优解(xk+1,tk+1)及拉格朗日乘

子毺k 曒0和毸k 曒0使得

暋暋0暿 1
氂k

(Ñh(xk+1)- Ñh(̂xk))+毺k灥暒fk(xk+1)+

NX(xk+1), (1.8)

暋暋0=1-毺k+毸k,

暋暋毺k(暒fk(xk+1)-tk+1)=0,暋毸k(tk+1-lk)=0.
暋暋 由毺k=1+毸k 曒1,可知暒fk(xk+1)=tk+1.由公式

(1.8)可知,存在sk+1 暿灥暒fk(xk+1),pk+1 暿NX(xk+1)
使得

暋暋 Ñh(xk+1)= Ñh(̂xk)-氂k (毺ksk+1 +pk+1)=
Ñh(̂xk)-氂k毺k̂gk.
暋暋 对于任意的x 暿 X,结合公式(1.5),(1.6)及

pk+1 暿 NX(xk+1),sk+1 暿灥暒fk(xk+1),有

煀fa
k(x)=暒fk(xk+1)+<sk+1,x-xk+1 >+1

毺k
<pk+1,
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x-xk+1 > 曑暒fk(xk+1)+<sk+1,x -xk+1 > 曑
暒fk(x)曑f(x).
暋暋 基于文献[13]中的算法1及子问题(1.3),下面

给出带非欧氏范数的双稳定束方法.
暋暋 算法1(带非欧氏范数的双稳定束方法)

暋暋 步骤0暋(初始化)取参数毬,ml 暿 (0,1),终止参

数Tol殼,Tole,Tolg >0.取x1 暿X,令̂x1=x1.若f*

的一个下界flow
1 可获得,令vl

1 = (1-ml)(f(̂x1)-
flow

1 );否则,令flow
1 =-曓,并取vl

1 >0.选取氂min >
0,氂1 曒氂min,令k暶=1.
暋暋 步骤1暋(第一终止测试)令殼k=f(̂xk)-flow

k .
若殼k 曑Tol殼,终止算法.
暋暋 步骤 2暋(可行性检测)计算 水 平 参 数lk =
f(̂xk)-vk

l.若水平集 Xk 为空,令flow
k =lk,vl

k =
(1-ml)(f(̂xk)-flow

k ),返回步骤1.
暋暋 步骤3暋(寻找新迭代点)解问题(1.3)得(xk+1,

tk+1)及相应 于 水 平 参 数t 曑lk 的 乘 子毸k,且 有

毺k=毸k+1,v氂
k=f(̂xk)-tk+1,̂gk= 1

氂k毺k
(Ñh(̂xk)-

Ñh(xk+1)),̂ek=v氂
k-<ĝk,̂xk-xk+1 >.

暋暋 步 骤 4暋(第 二 终 止 测 试)若êk 曑 Tole 且

暚ĝk暚 曑Tolg,终止算法.
暋暋 步骤5暋(下降测试)取flow

k+1 暿 [flow
k ,f* ],若

暋暋f(xk+1)曑f(̂xk)-毬v氂
k (1.9)

成立,转至步骤5.1(下降步);否则转至步骤5.2(无
效步).
暋暋 步骤5.1暋(下降步)令̂xk+1=xk+1,氂k+1=氂k毺k 和

vl
k+1=min{vl

k,(1-ml)(f(̂xk+1)-flow
k+1)}.

暋暋 选取模型暒fk+1 满足暒fk+1(·)曑f(·).
暋暋 步骤5.2暋(无效步)令̂xk+1=̂xk,取氂k+1 暿[氂min,

氂k].若毺k >1,令vl
k+1=mlvl

k;否则令vl
k+1=vl

k.
暋暋 选取模型暒fk+1 满足 max{煀fk+1(·),煀fa

k(·)}曑
暒fk+1(·)曑f(·).
暋暋 步骤6暋(循环)令k=暶k+1,返回步骤1.
暋暋 以下引理给出算法的近似最优性条件,其证明

类似文献[13].
暋暋 引理1.2暋 聚集线性化误差̂ek,满足

暋暋̂ek 曒0,̂ek+<ĝk,̂xk-xk+1 >=v氂
k 曒vl

k.
(1.10)

若毺k >1,则v氂
k=vl

k.此外,对于任意的x暿X,有

暋暋f(̂xk)+<ĝk,x-x̂k >-̂ek 曑f(x). (1.11)

2暋 收敛性分析

暋暋 根据算法1的步骤可知在迭代过程中必定会出

现以下3种情况之一:水平集Xk=旾 出现无限次;水

平集Xk=旾 出现有限次时,算法1产生有限多下降

步;水平集Xk=旾出现有限次时,算法1产生无限多

下降步.
暋暋 首先讨论水平集Xk=旾 出现无限次的情形.
暋暋 定理2.1[13]暋 假设Xk=旾出现无限次,则殼k 曻
0,{f(̂xk)}曻f* ,且序列{̂xk}的每个聚点(若存在)
都是问题(0.1)的解;或者当{̂xk}有限时,最后一个

迭代点̂xk 是问题(0.1)的解.
暋暋 下面讨论Xk=旾 出现有限次的情形.不失一般

性,假设Xk 曎旾,炐k曒1.
暋暋 首先讨论算法1产生有限多下降步的情形.
暋暋 对于x暿X,定义函数

暋暋焻毤k(x):=煀fa
k(x)+1

氂k
D(x,̂xk), (2.1)

暋暋暒毤k(x):=暒fk(x)+1
氂k

D(x,̂xk). (2.2)

暋暋 引理2.3暋 若毺k=1,则
暋暋D(x,xk+1) + D(xk+1,̂xk) - D(x,̂xk) =<
Ñh(̂xk)- Ñh(xk+1),x - xk+1 >=氂k < ĝk,x -
xk+1 >, (2.3)

暋暋毤k(x)=毤k(xk+1)+1
氂k

D(x,xk+1). (2.4)

暋暋 证明:由公式(1.4)有

暋暋D(x,xk+1) + D(xk+1,̂xk) - D(x,̂xk) =<
Ñh(̂xk)- Ñh(xk+1),x - xk+1 >=氂k < ĝk,x -
xk+1 >.
暋暋 根据公式(1.6),(2.1)与(2.3)有

暋暋毤k(x)=暒fk(xk+1)+<ĝk,x-xk+1 >+1
氂k

D(x,

x̂k)=煀fa
k(xk+1)+< ĝk,x-xk+1 >+ 1

氂k
D(x,̂xk)=

毤k(xk+1)-1
氂k

D(xk+1,̂xk)+1
氂k

(D(x,xk+1)+D(xk+1,

x̂k)-D(x,̂xk))+1
氂k

D(x,̂xk)=毤k(xk+1)+1
氂k

D(x,

xk+1).
暋暋 引理2.4暋 假设存在k1 曒1,对任意k曒k1,下
降测试公式(1.9)不成立,即产生的都是无效步.若

毺k=1,则
暋暋f(xk+1)-暒fk(xk+1)曻0, (2.5)
此外,当{氂k}曻氂曓 >0时,有

暋暋xk+1 曻 x曓 :=Argmin {f(x)+ 1
氂曓

D(x,̂xk1
),

x暿X}. (2.6)

暋暋 证明:对任意的k曒k1,由公式(1.7),(2.1),
(2灡2)和(2.4)可得

暋暋f(̂xk1
)曒暒fk+1(̂xk1

)=暒毤k+1(̂xk1
)曒暒毤k+1(xk+2)=
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毤k+1(xk+2) 曒 毤k(xk+2) 曒 毤k(xk+1) +
1
氂k

D(xk+2,xk+1)曒毤k(xk+1).

暋暋 因为x̂k1
是固定的,由单调有界定理可知序列

{毤k(xk+1)}收 敛,再 结 合氂min 曑 氂k+1 曑 氂k 可 得

{D(xk+2,xk+1)}曻 0.进而由公式(1.1)有 xk+2 -

xk+1 曻0.在公式(2.4)中固定x,结合{毤k(xk+1)}收

敛,可知{xk+1}有界.由算法1步骤5.2,有
暋暋f(xk+2)-f(xk+1)曒暒fk+1(xk+2)-f(xk+1)曒<
gk+1,xk+2 -xk+1 >,其中gk+1 暿 灥f(xk+1).结合

{xk+1}有 界 和 gk+1 的 有 界 性 有 暒fk+1(xk+2)-
f(xk+1)曻0,即暒fk(xk+1)-f(xk+1)曻0.
暋暋 设煀x 为{xk+1}的任一聚点,则存在无限指标集

K曚,使得xk+1 曻煀x,k暿 K曚.由公式(1.7),(2.1)和

(2灡4)有

暋暋f(x)+ 1
氂k

D(x,̂xk1
)曒 煀fa

k(x)+ 1
氂k

D(x,̂xk1
)=

毤k(x)曒 毤k(xk+1)=煀fa
k(xk+1)+ 1

氂k
D(xk+1,̂xk1

)=

f(xk+1)+ (暒fk(xk+1)-f(xk+1))+ 1
氂k

(h(xk+1)-

h(̂xk1
)-< Ñh(̂xk1

),xk+1-x̂k1 >),x暿X.
暋暋 上式对k暿K曚,k曻 曓 取极限有

暋暋f(x)+ 1
氂曓

D(x,̂xk1
)曒 f(煀x)+ 1

氂曓
D(煀x,̂xk1

),

x暿X.
由问题(2.6)解的唯一性知煀x=x曓 ,因此结合{xk+1}
的有界性及煀x的任意性可得{xk+1}曻x曓 .
暋暋 定理2.2暋 设存在k1 曒1,当k曒k1 时,下降测

试公式(1.9)不成立,则集合K暶={k:毺k >1}为无限

集,且x̂k1
为问题(0.1)的最优解.

暋暋 证明:根据算法1知序列{vl
k}是非增的,由步骤

5.1有vl
k+1=mlvl

k,炐k暿K.
暋暋 反证法,假设 K 是有限集.由引理1.2,存在

k2 曒k1 使得

暋暋毺k=1,毸k=0,vl
k=vl

k2 >0,炐k曒k2.
暋暋 结合引理2.4,得{f(xk+1)}曻f(x曓 ).若下降测

试公式(1.9)不成立,则有

暋暋f(xk+1) - 暒fk(xk+1) > f(̂xk1
) - 毬v氂

k -
暒fk(xk+1)=(1-毬)v氂

k,炐k曒k1.
暋暋 由毬暿 (0,1),结合公式(2.5),可知v氂

k 曻0,这与

v氂
k 曒vl

k=vl
k2 >0,炐k曒k2 矛盾.因此,K 为无限集.

暋暋 由K 为无限集,根据算法1步骤5.1有vl
k+1 =

mlvl
k,炐k暿 K,因为ml 暿 (0,1)且{vl

k}单调非增,
所以vl

k 曻0,k曻 曓.由引理1.2知,v氂
k=vl

k,k暿 K.
因此{v氂

k}曻0,k暿 K.由h的强凸性,根据文献[18]

定理2.1.9有

暋暋 < Ñh(̂xk1
)- Ñh(xk+1),̂xk1 - xk+1 >曒

氁h暚̂xk1 -xk+1暚2, (2.7)
结合公式(1.4),(1.10)和(2.7),有

暋暋v氂
k =̂ek+<ĝk,̂xk1 -xk+1 >=̂ek+ 1

氂k毺k
<

Ñh(̂xk1
)- Ñh(xk+1),̂xk1 -xk+1 >曒 êk + 氁h

氂k毺k

暚̂xk1 -xk+1暚2 曒0,k暿K.
所以êk 曻 0,̂xk1 -xk+1 曻 0,k暿 K.由公式(1.4),
Ñh(x)连续可知̂gk 曻0,k暿K,结合公式(1.11)可

知x̂k1
是问题(0.1)的解.

暋暋 接下来讨论算法1产生无限多下降步的情形.
暋暋 定理2.3暋 假设算法1产生无限多下降步,则
{f(̂xk)}曻f* 且序列{̂xk}的任意一个聚点都是问

题(0.1)的解.
暋暋 证明:记{̂xk(j)}为{̂xk}的一个子列,k(j)表示第

j次下降步的指标,定义i(j)=k(j+1)-1,炐j曒1.
由公式(1.4),(1.11)和引理1.2有

暋暋 Ñh(̂xk(j+1))=Ñh(̂xk(j))-氂i(j)毺i(j)̂gi(j), (2.8)

暋暋̂gi(j) 暿灥̂ek(j)
(f+iX)(̂xk(j)), (2.9)

暋暋氂i(j)毺i(j) 曒氂min,

暋暋f(̂xk(j))-f(̂xk(j+1))曒毬v氂
i(j). (2.10)

由算法1知{f(̂xk(j))}是下降序列.若{f(̂xk(j))}曻
-曓,证毕,以下不妨假设{f(̂xk(j))}有界.
暋暋 由氂i(j)毺i(j) 曒氂min >0,炐j曒1,有

暋暋暺
曓

j=1
氂i(j)ui(j)=+曓. (2.11)

结合毬暿(0,1)和{f(̂xk(j))}是单调有界序列,由公式

(2.10)可得到v氂
i(j)曻0,j曻 曓.再由公式(1.10),(2.

7)和(2.8)有

暋暋v氂
i(j)=êi(j) +< ĝi(j),̂xk(j) -x̂k(j+1) >=êi(j) +

1
氂i(j)ui(j)

< Ñh(̂xk(j))-Ñh(̂xk(j+1)),̂xk(j)-̂xk(j+1) >曒

êi(j)+ 氁h

氂i(j)ui(j)
暚̂xk(j)-x̂k(j+1)暚2 曒0,

所以

暋暋̂ei(j) 曻0,̂xk(j)-x̂k(j+1) 曻0,j曻 曓. (2.12)

暋暋 因为下降序列{f(̂xk(j))}有界,不妨假设它收敛

到煀f.要证{f(̂xk(j))}曻f* ,因为煀f曒f* ,需证煀f 曑
f* .反证法,假设煀f>f* ,则存在毱>0和z暿X,使
得f(z)+毱<f(̂xk(j)).结合公式(1.4),(2.3),(2.8)
和(2.9)有

暋暋D(z,̂xk(j+1))=D(z,̂xk(j))-D(̂xk(j+1),̂xk(j))+<
Ñh(̂xk(j))- Ñh(̂xk(j+1)),z-x̂k(j+1) >=D(z,̂xk(j))-
D(̂xk(j+1),̂xk(j))+氂i(j)毺i(j) < ĝi(j),z-x̂k(j+1) >曑
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D(z,̂xk(j))- D(̂xk(j+1),̂xk(j))+ 氂i(j)毺i(j)(f(z)-
f(̂xk(j))+̂ei(j))+氂i(j)毺i(j) <ĝi(j),̂xk(j)-x̂k(j+1) >=
D(z,̂xk(j))- D(̂xk(j+1),̂xk(j))+ 氂i(j)毺i(j)(f(z)-
f(̂xk(j))+̂ei(j))+< Ñh(̂xk(j))- Ñh(̂xk(j+1)),̂xk(j)-

x̂k(j+1) >曑 D(z,̂xk(j)) + 氂i(j)毺i(j)( 1
氂i(j)毺i(j)

<

Ñh(̂xk(j)) - Ñ h(̂xk(j+1)),̂xk(j) - x̂k(j+1) >-
1

氂i(j)毺i(j)
D(̂xk(j+1),̂xk(j))-毱+̂ei(j)).

由公式(2.12),可得

暋暋 1
氂i(j)毺i(j)

< Ñh(̂xk(j))- Ñh(̂xk(j+1)),̂xk(j)-

x̂k(j+1) >- 1
氂i(j)毺i(j)

D(̂xk(j+1),̂xk(j))+̂ei(j) 曻0.

因此存在正整数q使得

暋暋D(z,̂xk(j+1)) 曑 D(z,̂xk(j)) - 毱
2氂i(j)毺i(j),

炐j曒q.
对上 式 求 和 有 0 曑 D(z,̂xk(j+1))曑 D(z,̂xk(q))-

毱
2暺

j

p=q
氂i(p)毺i(p),炐j曒q.令j曻+曓,有

暋暋暺
+曓

p=q
氂i(p)毺i(p) 曑2D(z,̂xk(q))

毱
<+曓,

与公 式 (2.11)矛 盾,所 以 {f(̂xk(j))}曻 f* ,即

{f(̂xk)}曻f* .
暋暋 设x* 是{̂xk}的任一聚点,由X是非空闭凸集可

知x* 暿X,因此x* 是问题(0.1)的解.
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