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具有扩散耦合偏微分时滞系统的学习跟踪控制*
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摘要:对具有空间扩散耦合偏微分时滞系统,采用迭代学习控制算法研究其输出轨迹跟踪的问题。基于超向量

法对 N 个具有空间扩散耦合的偏微分时滞系统进行转化,得到与其等价的系统模型,再对该等价的学习系统设

计开闭环P型迭代学习控制律,给出了学习系统跟踪误差在L2范数意义下收敛的条件。最后,通过两个具有扩

散耦合的偏微分时滞系统的数值仿真,验证了所提出算法和结论的有效性。

关键词:扩散耦合暋迭代学习控制暋偏微分系统

中图分类号:TP273暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005灢9164(2017)06灢0588灢09

Abstract:Inthispaper,theproblemofsystemoutputtrackingwasstudiedbyusingiterative
learningcontrolalgorithmforpartialdifferentialtime飊delaysystemswithspatialdiffusioncou灢
pling.Ncouplingofpartialdifferentialsystemswithspatialdiffusionweretransformedinto
systemequivalentdescriptionformbasedonsupervectormethod.Open飊closed飊loopiterative
learninglawwasdesignedfortheequivalentlearningsystem.Theconditionsthatthelearning
systemtrackingerrorconvergesundertheL2normsenseweregiven.Finally,theeffectiveness
oftheproposedalgorithmandconclusionwasvalidatedbythenumericalsimulationoftwopar灢
tialdifferentialtime飊delaysystemsviadiffusioncoupling.
Keywords:diffusioncoupling,iterativelearningcontrol,partialdifferentialsystems

0暋引言

暋暋暰研究意义暱在自然界和许多工程领域中,存在诸

多扩散耦合现象,特别是在生物化学工程、材料工程

以及电力工程中。例如,化学反应器中物质的分布状

态[1]、半导体材料中杂质的扩散过程[2]及电力传输线

间的电磁耦合现象[3]。目前,人工智能技术蓬勃发

展,扩散耦合的系统由于其在智能交通、网络通信、社
会经济等各领域的广泛应用而受到高度重视[4飊6]。扩

散耦合的网络系统一般由偏微分方程所描述,可建模

为具扩散耦合的偏微分系统。迭代学习控制是一种
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先进的智能跟踪控制算法,其基本思想是在有限时间

区间上利用之前的控制经验去调节当前的控制输入

以实现精确跟踪的目的[7]。自1984年由Arimoto开

创性地提出迭代学习控制以来,其在理论分析和实际

应用中均取得了丰硕的成果[8飊11]。暰前人研究进展暱
目前,对偏微分系统的学习跟踪控制分析框架大致如

下:从分析方法来看,一类是简化模型的方法[12飊14]。
如Choi等[12]研究了将一类线性双曲型偏微分系统

降阶成常微分系统,然后根据离散时间近似得到简化

后的模型,进一步设计了开环 P 型控制器;Cichy
等[13]考虑将抛物分布参数系统进行C飊N离散化得到

了偏差分系统,然后设计学习控制器并研究其轨迹跟

踪问题;Xiao等[14]利用 Galerkins方法及特征谱理

论对拟线性偏微分系统进行模型简化,并相应地提出

了基于特征谱的学习控制策略。另一类是建立系统

输入输出关系[15飊16]。由于迭代学习控制一般是基于

输入和输出关系来设计控制器的,因而 Huang等通

过直接构建系统解的表达形式来设计P型学习控制

器[15],又利用拉氏变换将时域内的偏微分系统变换

到频域内,然后构建系统输入和输出关系设计迭代学

习控制算法,进一步分析频域内的跟踪误差的学习收

敛性[16]。从控制方式的角度来看,一类是分布式控

制策略[17飊19],根据所设计的分布式迭代学习控制器,
对输出误差在 L2范数意义下的收敛性进行分析。

Dai等[18]针对不确定的线性抛物型偏微分系统设计

了闭环P型学习律,并提出了跟踪误差的收敛性条

件。另一类是边界控制策略[20飊21]。Huang等[20]设计

稳态P型迭代学习控制器,研究了一类单输入单输

出拟线性偏微分方程的边界流速控制问题。许多工

业控制过程中普遍存在时滞现象,时滞也是影响系统

控制性能的重要因素。时滞系统在控制方面也有不

少研究成果[22飊24]。如 Chen等[23]对具有状态时滞的

非线性系统设计了可变区间的脉冲观测器。暰本研究

切入点暱根据N 个具有空间扩散耦合的定常偏微分

时滞系统转换成超向量形式的等价学习系统。基于

超向量形式的学习系统设计开闭环P型迭代学习控

制器,然后研究系统跟踪误差的收敛性。最后,用数

值仿真来验证所提学习算法的有效性。暰拟解决的关

键问题暱基于超向量形式的等价系统建立起迭代学习

控制框架,并对其学习跟踪误差的收敛性进行分析,
保证系统跟踪误差沿迭代轴方向收敛。

暋暋符号约定:n维列向量W =(w1,w2,…,wn)T 的

范数为 暚W暚= 暺
n

i=1
w2

i ,对于n暳n矩阵H,其矩阵

范数定义为 暚H暚 = 毸max(HTH),上式中毸max(·)

表示矩阵的最大特征值。若对称矩阵D 曒0,则表示

该矩阵是半正定的。 若向量函数g(x,t):毟暳 [0,

T]曻n,g(x,t)暽 n,则(L2,毸)范数定义为

暚g暚2
(L2,毸)=sup

0曑t曑T
{暚g(·,t)暚2

L2e-毸t},Ñ2表示拉普拉

斯算子。

1暋 系统描述

暋暋 考虑如下N 个扩散耦合的线性定常偏微分时滞

系统:

暋暋

灥Z毩(x,t)
灥t =A氂Z毩(x,t-氂毩)+B Ñ2Z毩(x,t)+

暋暋暋暋暋暺
毩曎i

Di毩 Ñ2(Zi(x,t)-Z毩(x,t))+

暋暋暋暋暋Hu毩(x,t),暋暋暋暋暋暋暋(1.a)

y毩(x,t)=CZ毩(x,t)+Gu毩(x,t),暋 暋(1.b

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )

这里毩=1,2,…,N,空间变量x=(x1,x2)T 暿 毟灱
2,时 间 变 量 t 暿 [0,T], 系 统 状 态 变 量 为

Z毩(·,·)暿n,u毩(·,·)暿 s 为系统控制输入,

y毩(·,·)暿 l 为系统输出。A氂 暿 n暳n,H 暿 n暳s,

C暿 l暳n,G暿 l暳s 是适维定常矩阵,B暿 n暳n 为扩

散系数矩阵。时滞系数氂毩 暿 [0,氂](毩=1,2,…,N),
其中氂为有界常数。Di毩 暿 n暳n 为N 个状态变量间

的耦合系数矩阵且满足D毩i=Di毩,毩曎i,i=1,…,N。

暋暋 系统(1)对应的初边值条件如下:

暋暋Z毩(x,t)=0,(x,t)暿灥毟暳[-氂,T], (2)

暋暋Z毩(x,t)=氄毩
0(x,t),(x,t)暿毟暳[-氂,0]。

(3)

暋暋 注记1:系统(1)由N 个具有空间扩散耦合的偏

微分系统组成,每个偏微分系统可表示现实世界中的

网络的结点、生物神经元等,因而它可用来描述一类

复杂网络系统,如互联网拓扑结构[4]、生物神经元网

络[5] 等。一般的,由于两个系统状态之间相对扩散

耦合强度一致,所在这里要求耦合矩阵满足 D毩i =
Di毩。

1.1暋 系统简化

暋暋 将毩=1,2,…,N 分别代入式(1)中满足,

暋暋 灥
灥tZ

1(x,t)=A氂Z1(x,t-氂1)+B殼Z1(x,t)+

D12 Ñ2(Z2(x,t)-Z1(x,t))+D13 Ñ2(Z3(x,t)-
Z1(x,t))…+D1N Ñ2(ZN(x,t)-Z1(x,t))+
Hu1(x,t),

暋 暋y1(x,t)=CZ1(x,t)+Gu1(x,t),

暋暋 灥
灥tZ

2(x,t)=A氂Z2(x,t-氂2)+B殼Z2(x,t)+

D21 Ñ2(Z1(x,t)-Z2(x,t))+D23 Ñ2(Z3(x,t)-
Z2(x,t))…+D2N Ñ2(ZN(x,t)-Z2(x,t))+
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Hu2(x,t),

暋 暋y2(x,t)=CZ2(x,t)+Gu2(x,t),

暋暋 灥
灥tZ

3(x,t)=A氂Z3(x,t-氂3)+BÑ2Z3(x,t)+

D31 Ñ2(Z1(x,t)-Z3(x,t))+D32殼(Z2(x,t)-
Z3(x,t))…+D3N Ñ2(ZN(x,t)-Z3(x,t))+
Hu3(x,t),

暋暋y3(x,t)=CZ3(x,t)+Gu3(x,t),

暋暋汅

暋暋 灥
灥tZ

N(x,t)=A氂ZN(x,t-氂N)+BÑ2ZN(x,t)+

DN1 Ñ2(Z1(x,t)-ZN(x,t))+DN2 Ñ2(Z2(x,t)-
ZN(x,t))… +DNN-1 Ñ2(ZN-1(x,t)-ZN(x,t))+
HuN(x,t),

暋暋yN(x,t)=CZN(x,t)+GuN(x,t),
引入如下超向量形式:

暋暋u(x,t)=[u1(x,t),u2(x,t),…,uN(x,t)]T,

暋暋Z(x,t)=[Z1(x,t),Z2(x,t),…,ZN(x,t)]T,

暋暋Z(x,t-氂)=[Z1(x,t-氂1),Z2(x,t-氂2),…,

ZN(x,t-氂N)]T,y(x,t)= [y1(x,t),y2(x,t),…,

yN(x,t)]T。
则上述N 个扩散耦合的偏微分时滞系统可以表示成

如下形式:

暋暋

灥Z(x,t)
灥t =A

-

氂Z(x,t-氂)+D
-

Ñ2Z(x,t)+

暋暋暋暋暋H
-

u(x,t),暋暋暋暋暋暋暋暋(4.a)

y(x,t)=C
-

Z(x,t)+G
-

u(x,t)暋 暋暋暋(4.b

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï )

其中Z(·,·)暿 nN ,y(·,·)暿 lN ,u(·,·)暿
sN ,

暋暋A
-

氂=

A氂

A氂

烑
A

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

氂

,

H
-

=

H
H

烑

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úH

,B
-

=

B
B

烑

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úB

,

C
-

=

C
C

烑

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úC

,G
-

=

G
G

烑

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úG

,

D
-

=

B-暺
毩曎1

D1毩 D12 … D1N

D21 B-暺
毩曎2

D2毩 … D2N

汅 汅 烑 汅

DN1 DN2 … B-暺
毩曎N

DN

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú毩

。

则系统(4)对应的初边值条件如下:

暋暋Z(x,t)=0,(x,t)暿灥毟暳[-氂,T], (5)

暋暋Z(x,t)=氄0(x,t),(x,t)暿毟暳[-氂,0]。 (6)
这里氄0(·,·)暿 nN 。

1.2暋 问题陈述及准备

暋暋 对于具扩散耦合偏微分时滞系统(4),假设它在

有限时间T内是可重复运行的,则该学习系统满足如

下形式:

暋暋

灥Zk(x,t)
灥t =A

-

氂Zk(x,t-氂)+D
-

殼Zk(x,t)+

暋暋暋暋暋H
-

uk(x,t),暋暋暋暋暋暋 暋(7灡a)

yk(x,t)=C
-

Zk(x,t)+G
-

uk(x,t),暋暋暋(7灡b

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

这里k为迭代次数,满足k=1,2,3,…。

暋暋 本研究的控制目标是寻找期望输入ud(x,t),使
得对于系统给定的期望输出yd(x,t),通过在有限的

运行时间内不断地迭代使得系统实际输出yk(x,t)
与期望输出相对应。

暋暋 由于系统模型的无穷维特性,这使得对系统的

控制有一定的难度,为了寻找控制输入序列{uk(x,

t)},最终使得lim
k曻¥

yk(x,t)=yd(x,t)成立,本研究采

用如下的开闭环P型迭代学习控制算法:

暋暋uk+1(x,t)=uk(x,t)+殻(t)ek(x,t)+
L(t)ek+1(x,t), (8)
式中,殻(t),L(t)是待确定的学习增益矩阵,输出误

差ek(x,t)定义为yd(x,t)-yk(x,t)。

暋暋 假设1暋 在迭代学习过程中,学习系统(7)的初

边值条件可被重置,即

暋暋Zk(x,t)=0,(x,t)暿灥毟暳[-氂,T], (9)

暋暋Zk(x,t)=氄0(x,t)=Zd(x,t),(x,t)暿毟暳[-氂,

0]。 (10)

暋暋 假设2暋 针对给定的期望跟踪目标yd(x,t),存
在唯一的控制输入ud(x,t),使得:

暋暋

灥Zd(x,t)
灥t =A

-

氂Zd(x,t-氂)+D
-

殼Zd(x,t)+

暋暋暋暋暋H
-

ud(x,t),

yd(x,t)=C
-

Zd(x,t)+G
-

ud(x,t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

下面给出引理1,这对后面定理的证明过程起到了重
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要的作用。

暋暋 引理1[5]假设U={x:旤xi旤<li}(i=1,2),n维

向量函数z(x)暿C2(U)且在z(x)旤灥U =0,则满足

下式:

暋暋曇U
zT(x)Ñ2z(x)dx曑-(1

l2
1
+

1
l2

2
)曇U

zT(x)z(x)dx。 (11)

暋暋 为了下节定理证明的简洁性,引入如下的标记:

暋暋u
-

k(x,t)灻uk+1(x,t)-uk(x,t),

暋暋Z
-

k(x,t)灻Zk+1(x,t)-Zk(x,t)。

2暋 收敛性分析

暋暋 首先,对定常系数的具扩散耦合的偏微分时滞

系统采用开闭环P型学习律,给出输出误差的收敛条

件,然后推广到时变系统的情况。最后,分析开环P
型学习律下的误差收敛性。

2.1暋 定常系数的扩散耦合系统

暋暋 对定常的学习系统(7)利用开闭环P型学习律

进行收敛性分析,给出定理1。

暋暋 定理1暋 若可重复运行的定常学习系统(7)满

足假设1~2,系统矩阵D
-

曒0,开闭环学习控制器

(8)中的增益矩阵殻(t),L(t)满足如下不等式:

暋暋暚(I+G
-

L(t))-1(I-G
-

殻(t))暚2 曑氀,2氀暿 [0,

1),炐t暿 [0,T], (12)
则当迭代次数趋于无穷大时,系统跟踪误差的 L2 范

数一致收敛到零,即

暋暋lim
k曻曓

暚ek(·,t)暚L2 =0,炐t暿 [0,T]。

暋暋 证明 暋 根据输出误差的定义及开闭环学习律

(8)式,可得:

暋暋ek+1(x,t)=ek(x,t)-yk+1(x,t)+yk(x,t)=

ek(x,t)-C
-

Zk+1(x,t)-G
-

uk+1(x,t)+C
-

Zk(x,t)+

G
-

uk(x,t),

暋暋ek+1(x,t)=ek(x,t)-C
-
(Zk+1(x,t)-Zk(x,t))-

G
-
(uk+1(x,t)-uk(x,t))= (I-G

-

殻(t))ek(x,t)-

C
-

Z
-

k(x,t)-G
-

L(t)ek+1(x,t), (13)
则可由(13)式得:

暋暋ek+1(x,t)=(1+G
-

L(t))-1(I-G
-

殻(t))ek(x,t)-

(1+G
-

L(t))-1C
-

Z
-

k(x,t)=e
-

k(x,t)+C
-

k(x,t),(14)
这里

暋暋e
-

k(x,t)= (1+G
-

L(t))-1(I-G
-

殻(t))ek(x,t),

C
-

k(x,t)=-(1+G
-

L(t))-1C
-

Z
-

k(x,t)。
在(14)式两边同时左乘eT

k+1(x,t),有

暋暋eT
k+1(x,t)ek+1(x,t)=(焵ek(x,t)+

煀Ck(x,t))T(焵ek(x,t)+煀Ck(x,t))曑2(焵eT
k(x,t)焵ek(x,

t)+煀CT
k(x,t)煀Ck(x,t))=2暚焵ek(x,t)暚2+

2暚煀Ck(x,t)暚2 曑2氀暚ek(x,t)暚2+
2bc暚煀Zk(x,t)暚2, (15)

其中bc=max
0曑t曑T

{暚(1+G
-

L(t))-1C
-

暚2}。

暋暋 对(15)式的空间变量x在毟 上进行积分,根据

L2 范数的定义有

暋暋暚ek+1(·,t)暚2
L2 曑2氀暚ek(·,t)暚2

L2 +
2bc暚煀Zk(·,t)暚2

L2。 (16)

从式(16)易知,要估计 暚ek+1(·,t)暚2
L2,应首先估计

暚煀Zk(·,t)暚2
L2。

根据(7.a)式,将第k+1次迭代过程减去第k次迭代

过程可得:

暋暋 灥
灥t

(Zk+1(x,t)-Zk(x,t))=D
-

殼(Zk+1(x,t)-

Zk(x,t))+ A
-
(Zk+1(x,t-氂)- Zk(x,t-氂))+

H(uk+1(x,t)-uk(x,t)), (17)
并用(Zk+1(x,t)-Zk(x,t))T 左乘(17)式两边,可以

得到如下的表达式:

暋暋 灥
灥t

(煀ZT
k(x,t)煀Zk(x,t))=煀ZT

k(x,t)D
-

殼煀Zk(x,t)+

煀ZT
k(x,t)A

-

氂煀Zk(x,t-氂)+煀ZT
k(x,t)煍H焻uk(x,t),

上式两边分别对x在毟 上积分,得:

暋暋 d
dt

(暚煀Zk(·,t)暚2
L2)=2曇毟

煀ZT
k(x,t)煆D殼煀Zk(x,

t)dx+2曇毟
煀ZT

k(x,t)煆A氂煀Zk(x,t-氂)dx+

2曇毟
煀ZT

k(x,t)H焻uk(x,t)dx=I1+I2+I3。 (18)

下面分别对Ii(i=1,2,3)进行处理。

暋暋 根据定理1中系统矩阵D
-

曒0,则存在一个矩阵

Q 使得煆D =QTQ。
对I1,运用引理1得:

暋暋I1 = 2曇毟
煀ZT

k(x,t)煆D殼煀Zk(x,t)dx = 2曇毟
煀ZT

k(x,

t)(QTQ)殼煀Zk(x,t)dx =- (2
l2

1
+ 2

l2
2
)曇毟

(Q煀Zk(x,

t))T(Q煀Zk(x,t))dx曑0。 (19)
对I2 有

暋暋I2=2曇毟
煀ZT

k(x,t)煆A氂煀Zk(x,t-氂)dx曑
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毸max(煆AT
氂煆A氂)暚煀Zk(·,t)暚2

L2 +暚煀Zk(·,t-氂)暚2
L2。

(20)
对I3,运用 H昳der不等式可得:

暋暋I3=2曇毟
煀ZT

k(x,t)煍H焻uk(x,t)dx曑 暚煀Zk(·,

t)暚2
L2 +毸max(煍HT煍H)暚焻uk(·,t)暚2

L2。 (21)
通过式(18)—(21)可知,

暋暋 d
dt

(暚煀Zk(·,t)暚2
L2)曑 (1+

毸max(煆AT
氂煆A氂))暚煀Zk(·,t)暚2

L2 + 暚煀Zk(·,t-氂)暚2
L2 +

毸max(煍HT煍H)暚焻uk(·,t)暚2
L2,

即

暋暋 d
dt

(暚煀Zk(·,t)暚2
L2) 曑 h暚煀Zk(·,t)暚2

L2 +

暚煀Zk(·,t-氂)暚2
L2 +g暚焻uk(·,t)暚2

L2, (22)

这里,h=毸max(煆AT
氂煆A氂)+1,g=毸max(H

-
TH

-
)。

在(22)式两端对t进行积分,可得:

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2 曑 暚煀Zk(·,0)暚2

L2 +曇
t

0
h暚煀Zk(·,

s)暚2
L2ds+曇

t

0
g暚焻uk(·,s)暚2

L2ds+曇
t

0
h暚煀Zk(·,s-

氂)暚2
L2ds。 (23)

将初值条件(9)式代入(23)式得:

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2 曑 曇

t

0
h暚煀Zk(·,s)暚2

L2ds +

曇
t

0
g暚焻uk(·,s)暚2

L2ds+曇
t

0
暚煀Zk(·,s-氂)暚2

L2ds,(24)

下面对时滞项进行处理,注意煀Zk(x,t-氂)=[煀Z1
k(x,

t-氂1),煀Z2
k(x,t-氂2),…,煀ZN

k (x,t-氂N)]T,则

暋暋曇
t

0
暚煀Zk(·,s-氂)暚2

L2ds=曇
t

0
暚煀Z1

k(·,s-

氂1)暚2
L2ds+曇

t

0
暚煀Z2

k(·,s-氂2)暚2
L2ds+…+

曇
t

0
暚煀ZN

k (·,s-氂N)暚2
L2ds=暺

N

i=1曇
t

0
暚煀Zi

k(·,s-

氂i)暚2
L2ds, (25)

对(25)式中,当i=1时,

暋暋曇
t

0
暚煀Z1

k(·,s-氂1)暚2
L2ds=曇

t

0
暚Z1

k+1(·,s-氂1)-

Z1
k(·,s -氂1)暚2

L2ds =曇
t-氂1

-氂1
暚Z1

k+1(·,s)- Z1
k(·,

s)暚2
L2ds, (26)

若0曑t曑氂1 时,根据初值条件(10),则式(26)有

暋暋曇
t

0
暚煀Z1

k(·,s-氂1)暚2
L2ds=曇

t-氂1

-氂1
暚Z1

k+1(·,s)-

Z1
k(·,s)暚2

L2ds=0。 (27)
若氂1 曑t时,那么

暋暋曇
t

0
暚煀Z1

k(·,s-氂1)暚2
L2ds=曇

t-氂1

-氂1
暚Z1

k+1(·,s)-

Z1
k(·,s)暚2

L2ds=曇
0

-氂1
暚Z1

k+1(·,s)-Z1
k(·,s)暚2

L2ds+

曇
t-氂1

0
暚Z1

k+1(·,s)-Z1
k(·,s)暚2

L2ds=曇
t-氂1

0
暚Z1

k+1(·,

s)-Z1
k(·,s)暚2

L2ds曑曇
t

0
暚Z1

k+1(·,s)-Z1
k(·,

s)暚2
L2ds曑曇

t

0
暚Z1

k(·,s)暚2
L2ds, (28)

因此,根据式(26)—(28),可得:

暋暋曇
t

0
暚煀Z1

k(·,s-氂1)暚2
L2ds曑曇

t

0
暚煀Z1

k(·,s)暚2
L2ds,

(29)
类似时滞项i=1的处理方法,i=2,3,…,N也有类似

的结果,所以

暋暋曇
t

0
暚煀Zk(·,s - 氂)暚2

L2ds = 暺
N

i=1曇
t

0
暚煀Zi

k(·,s -

氂i)暚2
L2ds曑 暺

N

i=1曇
t

0
暚煀Zi

k(·,s)暚2
L2ds曑

曇
t

0
暚煀Zk(·,s)暚2

L2ds, (30)

根据式(30)和式(24)中,那么

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2 曑曇

t

0
a暚煀Zk(·,s)暚2

L2ds+

曇
t

0
g暚焻uk(·,s)暚2

L2ds, (31)

这里a=h+1。
对式(31)利用Bellman飊Gronwall引理得:

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2 曑g曇

t

0
ea(t-s)暚焻uk(·,s)暚2

L2ds,

(32)
由式(8)开闭环P型迭代学习律可知,

暋暋暚焻uk(·,t)暚2
L2 曑2b殻暚ek(·,t)暚2

L2 +
2bl暚ek+1(·,t)暚2

L2, (33)
这里b殻=max

0曑t曑T
{暚殻(t)暚2},bl=max

0曑t曑T
{暚L(t)暚2}。

将式(33)带入式(32)可得如下:

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2 曑2g曇

t

0
ea(t-s)(b殻暚ek(·,s)暚2

L2 +

bl暚ek+1(·,s)暚2
L2)ds, (34)

令M1=max{2gb殻,2gbl},则(34)有

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2曇

t

0
ea(t-s)(M1暚ek(·,s)暚2

L2 +

M1暚ek+1(·,s)暚2
L2ds。 (35)

选择适当大的毸使得毸>a,并用e-毸t 乘以式(35)两

边,可得到:

暋暋暚煀Zk(·,t)暚2
L2e-毸t 曑 M1曇

t

0
e-(毸-a)(t-s)(暚ek(·,

s)暚2
L2e-毸s +暚ek+1(·,s)暚2

L2e-毸s)ds。 (36)
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根据(L2,毸)范数的定义,式(36)两边取上确界变为

暋暋暚煀Zk暚2
(L2,毸) 曑 M1

毸-a暚ek暚2
(L2,毸)+

M1

毸-a暚ek+1暚2
(L2,毸), (37)

在式(16)两边同乘e-毸t(毸>a),然后两边同时取上

确界得,

暋暋暚ek+1暚2
(L2,毸) 曑2氀暚ek暚2

(L2,毸)+
2bc暚煀Zk暚2

(L2,毸)。 (38)
将式(37)代入式(38)得:

暋暋暚ek+1暚2
(L2,毸) 曑2氀暚ek暚2

(L2,毸)+
2bcM1

毸-a暚ek暚2
(L2,毸)+2bcM1

毸-a暚ek+1暚2
(L2,毸)。 (39)

则,由式(39)有

暋暋暚ek+1暚2
(L2,毸) 曑

2氀+2bcM1

毸-a

1-2bcM1

毸-a

暚ek暚2
(L2,毸), (40)

暋暋 根据定理1的条件2氀<1知,则选取充分大的

毸使得(1-2bcM1

毸-a
)-1(2氀+2bcM1

毸-a
)<1,然后对式(40)

利用压缩映射原理有

暋暋lim
k曻曓

暚ek暚2
(L2,毸)=0,炐t暿 [0,T]。 (41)

由式(41)和(L2,毸)范数的定义易得:

暋暋lim
k曻曓

暚ek(·,t)暚L2 =0,炐t暿 [0,T]。 (42)

定理1证明结束。

暋暋 若开闭环学习控制器的L(t)为零,则为开环学

习控制器,误差收敛性有如下推论。

暋暋 推论1暋 若定常被控学习系统(7)满足假设1~

2,系统矩阵D
-

曒0,且开环学习控制器中的增益矩阵

殻(t)满足如下不等式:

暋暋暚I-G
-

殻(t)暚2 曑氀,2氀暿 [0,1),炐t暿 [0,T],
(43)

则当迭代次数趋于无穷大时,系统输出误差的 L2 范

数一致收敛到零,即
暋暋lim

k曻曓
暚ek(·,t)暚L2 =0,炐t暿 [0,T]。

暋暋 证明 暋 只需将开闭环控制器的闭环增益设定为

零即可,其余过程类似定理1的证明。

2.2暋 时变系数的扩散耦合系统

暋暋 本小节将开闭环P型控制器拓展到时变的具扩

散耦合系统(7),得到如下的定理。

暋暋 定理2暋 若时变系数的学习系统(7)满足假设

1~2,系统矩阵D
-
(t)曒0,且开闭环学习控制器(8)

中的增益矩阵殻(t),L(t)满足如下不等式:

暋暋暚(I+G
-
(t)L(t))-1(I-G

-
(t)殻(t))暚2 曑氀,2氀暿

[0,1),炐t暿 [0,T], (44)
则当迭代次数趋于无穷大时,系统跟踪误差的 L2 范

数一致收敛到零,即

暋暋lim
k曻曓

暚ek(·,t)暚L2 =0,炐t暿 [0,T]。

暋暋 证明 暋 此证明过程类似定理1的证明,此处

省略。

3暋 数值仿真

暋暋 选取如下的两个具扩散耦合的单输入单输出时

滞偏微分系统:

暋暋

灥Z1(x,t)
灥t =A氂Z1(x,t-氂1)+BÑ2Z1(x,t)+

暋暋D12 Ñ2(Z2(x,t)-Z1(x,t))+Hu1(x,t),

y1(x,t)=CZ1(x,t)+Gu2(x,t),

灥Z2(x,t)
灥t =A氂Z2(x,t-氂2)+BÑ2Z2(x,t)+

暋暋D21 Ñ2(Z1(x,t)-Z2(x,t))+Hu2(x,t),

y2(x,t)=CZ2(x,t)+Gu2(x,t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï ),

其中(x,t)暿 [0,1]暳[0,1],

暋暋A=0.6t,B=0.6,D21=D12=0.2,H=0.8t,C=
0.5e-3t,G=1.2e-1.9t,
时滞系数氂1=氂2=0.2。

令Z(x,t-氂)=
Z1(x,t-氂1)

Z2(x,t-氂2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
,

u(x,t)=
u1(x,t)

u2(x,t
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
,y(x,t)=

y1(x,t)

y2(x,t
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
,

则系统等价形式为

暋暋

灥Z(x,t)
灥t =A

-

氂Z(x,t-氂)+

暋暋暋暋暋D
-

Ñ2Z(x,t)+H
-

u(x,t),

y(x,t)=C
-

Z(x,t)+G
-

u(x,t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ),

式子系统矩阵为

暋暋A
-

氂=
0.6t 0
0 0.6

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
út
,D

-

=
0.4 0.2
0.2 0.
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú4
,

暋暋C
-

=
0.5e-3t 0

0 0.5e-3

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
út
,

暋暋H
-

=
0.8t 0
0 0.8

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
út
,G

-

=
1.2e-1.9t 0

0 1.2e-1.9

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
út
。

采取如下开闭环P型控制器及开环P型控制器:

暋暋uk+1(x,t)=uk(x,t)+殻(t)ek(x,t)+
L(t)ek+1(x,t),

暋暋uk+1(x,t)=uk(x,t)+殻(t)ek(x,t),

其中殻(t)=
1.2 0.01e-1.5t

0 1.
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú19
,
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暋暋L(t)=
0.9 0.03e-2t

0 1.
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú15
。

给定期望跟踪轨迹为

暋暋yd(x,t)=
y1

d(x,t)

y2
d(x,t

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)=

3(1-e-2t)sin(3毿x)

4sin(6x)sin(1.5毿t
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)
。

暋暋 通过以上的系统参数计算,可以得出下面的不

等式:

暋暋暚(I+G
-

L(t))-1(I-G
-

殻(t))暚2 <0.5,

暋暋暚I-G
-

殻(t)暚2 <0.5,炐t暿 [0,1]。

暋暋 上式两个不等式表明该仿真系统参数满足在开

闭环P型学习律和开环P型学习律作用下系统跟踪

误差的收敛性条件。

暋暋 数值仿真步骤如下:首先,设定系统状态初边值

条件为Z(x,0)=0和Z(0,t)=Z(1,t)=0及第一次

迭代控制输入u1(x,t)=0,将控制输入代到采用前向

差分离散化后的系统状态方程中,得到当次的系统输

出y1(x,t),然后算出当次的跟踪误差e1(x,t)=
yd(x,t)-y1(x,t),进而把前一次的状态信息送入学

习控制器中可计算出下次迭代的控制输入u2(x,t),
如此循环往复,直到系统跟踪误差小于给定的精度值

则停止迭代。

暋暋经过上述的仿真步骤,可得到如下的仿真图形,
其中图1~7为采用开闭环P型学习控制器的仿真结

果。图8为在开环 P型迭代学习控制器作用下的

结果。

图1暋期望曲面y1d(x,t)

Fig.1暋Desiredsurfacey1d(x,t)

图2暋期望曲面y2d(x,t)

Fig.2暋Desiredsurfacey2d(x,t)

图3暋实际跟踪曲面y1(x,t)(k=10)

Fig.3暋Actualtrackingsurfacey1(x,t)(k=10)

图4暋实际跟踪曲面y2(x,t)(k=10)

Fig.4暋Actualtrackingsurfacey2(x,t)(k=10)
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图5暋开闭环学习律下误差曲面y1d -y1(k=10)

暋暋Fig.5暋Errorsurfacey1d-y1(k=10)underopen飊closed飊

looplearninglaw

图6暋开闭环学习律下误差曲面y2d -y2(k=10)

暋暋Fig.6暋Errorsurfacey2d-y2(k=10)underopen飊closed飊

looplearninglaw

图7暋开闭环学习律下误差飊迭代曲线

暋暋Fig.7暋Error飊iterationcurveunderopen飊closed飊loop
learninglaw

暋暋上面的仿真图中,图1和图2表示的是期望输出

曲面y1d(x,t)和y2d(x,t),图3和图4表示的是迭

代10次时实际输出曲面y1(x,t)(k=10)和y2(x,

t)(k=10)。图1~4表明迭代10次时的输出曲面已

经和期望曲面十分相似。由图5和图6可以发现,在
开闭环控制器作用下迭代10次时的最大跟踪误差分

别为2.5605暳10-8 和3.5343暳10-9 。图7和图8
分别描述了不同迭代次数下开闭环控制器和开环控

制器作用下的最大误差曲线。图7和图8表明开闭

环控制器的收敛速度相对于开环控制器要更快。该

数值仿真表明,所提两种开闭环 P型学习算法对具

扩散耦合的偏微分系统跟踪控制是有效的。

图8暋开环学习律下误差飊迭代曲线

Fig.8暋Error飊iterationcurveunderopen飊looplearninglaw

4暋结论

暋暋本文研究了N 个具有空间扩散耦合的偏微分时

滞系统的轨迹跟踪问题,设计了开闭环 P型迭代学

习控制算法,并相应地给出了系统输出误差在 L2范

数意义下收敛的充分条件。同时,将定常学习系统的

结论推广到了时变学习系统的情形。最后,通过两个

具扩散耦合的偏微分时滞系统的数值仿真,验证了所

给出结论的有效性。
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