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摘要:暰目的暱在Kuramoto模型基础上,研究拖拽因子对复杂网络中爆炸式同步的影响。暰方法暱在无标度网络的

Kuramoto模型基础上,引入拖拽因子sin毬,并对具有拖拽因子的 Kuramoto模型进行数值模拟,同时在星形网

络上对其进行理论分析。暰结果暱当拖拽因子的毬值在 (0,毿
2

)时可以使同步提前,当拖拽因子的毬值在 (- 毿
2

,

0)时,则会使同步退后。暰结论暱相互拖拽作用对无标度网络及星形网络的爆炸式同步有较大影响,通过调节拖

拽因子的毬值,可以有效控制同步的提前与退后。
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Abstract:暰Objective暱BasedonKuramotomodel,weexploredtheeffectoftheentrainmentfac灢
tors(sin毬)ontheexplosivesynchronization.暰Methods暱BasedonKuramotomodelinthecom灢
plexnetworkandbyintroducingtheentrainmentfactors(sin毬),wecarriedouttheKuramoto
modelwiththeentrainmentfactors(sin毬)inthescale飊freenetworkfornumericalsimulation

andmadeatheoreticalanalysisinthestarnetworks.暰Results暱When毬暿 (0,毿
2

),thesynchroni灢

zationwillbeadvanced.When毬暿 (-毿
2

,0),thesynchronizationwillbedelayed.暰Conclusion暱

Themutualentrainmenthasagreateffectontheexplosivesynchronizationofthescale飊free
networkandthestarnetwork,theadvancementandbackwardofsynchronizationcanbeeffec灢

tively controlled by adjusting the value of
entrainmentfactors.
Key words:Kuramoto model,synchronization,

scale飊freenetwork,starnetwork,mutualentrain灢
ment

0暋引言

暋暋暰研究意义暱近年来,复杂网络的发展速度十分迅

猛,复杂网络也逐渐成为物理学、计算机科学、数学等
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多领域交叉的热点研究问题,对复杂网络中同步现象

的研究对社会实践有着重要的影响与指导意义[1飊2]。
复杂网络上的耦合相位振子的同步化对研究网络中

振子出现自发的集体行为现象有重大意义。暰前人研

究进展暱自 Kuramoto模型提出以来,该模型已有广

泛的应用,如研究一阶与二阶相互作用项对同步的影

响[3],或者讨论基于该模型在极限环振子中加入时间

延迟因素后的影响[4],又或者讨论噪声[5]或错位[6]对

爆炸式同步的影响等等。在众多的工作中,G湲mez飊
Garde昸es等[7]从微观层面研究在复杂网络中爆炸式

同步是如何产生的,并在星形网络中给出分析研究,
重现无标度网络中的结果;Sakaguchi等[8]在规则网

络上分别讨论相位振子之间的错位和相互拖拽对系

统同步的影响。暰本研究切入点暱在现实生活中,仅有

Kuramoto模型是不能反应更复杂的系统的。在无

标度网络中加入相互拖拽因子,可以针对某些更复杂

的问题给出理论依据;而对在星形网络加入相互拖拽

的研究,则可更深刻地理解无标度网络中相互拖拽的

影响。暰拟解决的关键问题暱在原有 Kuramoto模型

基础上,加入相互拖拽因子,并进行数值仿真,分析在

无标度网络中相互拖拽对同步的影响。由于星形网

络有无标度网络的主要性质[7],故在考虑减少分析困

难的基础上,对星形网络中加入相互拖拽因子对同步

的影响做理论分析,以求更深入理解无标度网络下的

情形。

1暋模型的建立

暋暋1970年 Kuramot模型被提出[9飊11]。在一个无权

重、无向的网络中,每一个振子的相位定义为毴i(t)
(i=1,2,…,N),并且每个振子毴i(t)随时间演变的

方程满足:

暋暋毴
·

i=氊i+毸暺
N

j=1
Aijsin(毴j-毴i),暋i=1,2,…,N,

(1)
其中,氊i 为本征频率,Aij 为邻接矩阵(当振子的第i
节点与第j节点连接时,Aij =1;当振子的第i节点

与第j节点无连接时,Aij=0),毸代表振子i与j间的

耦合强度大小。

暋暋原始的 Kuramot模型假定所有的振子都是连接

在一起的,即对于所有的i与j,都有Aij =1,并发现

当振子的本征频率氊i 等于振子的度ki 时,会发生爆

炸式同步[7]。同时使用序参量r来量化同步的程度,
而序参量r被定义为

暋暋r(t)ei氉(t)=1
N暺

N

j=1
ei毴j, (2)

序参量r满足0曑r曑1,当r=1时,网络中的振子达

到完全同步;当r=0时,则网络中振子全体展现出不

一致的状态[10飊11]。

暋暋在无标度网络上,考虑Sakaguchi模型[8],加入

拖拽因子sin毬,讨论sin毬对同步的影响。该模型为

暋暋毴
·

i=氊i+毸暺
N

j=1
Aij(sin(毴j-毴i)+sin毬),

i=1,2,…,N。 (3)

暋 暋 根 据 三 角 函 数 的 性 质,只 需 讨 论 毬 暿

-毿
2

,毿æ

è
ç

ö

ø
÷

2
的范围即可。设定振子氊i 等于节点的度

ki,度分布满足幂律关系p(k)曍k-毻,v=3。

暋暋为探究sin毬对同步的影响,可以采用有100个

振子的无标度网络,同时为从微观层次对同步进程进

行研究,定义平均有效频率为

暋暋氊eff
i =1

T曇
氂+T

氂

毴
·

i(氂)d氂。 (4)

暋暋将时间设为T=10000,在无标度网络上,采用

四阶龙格库塔方法,设置时间步长为dt=0.01,求平

均有效频率 <氊i > 和序参量r随耦合强度毸的变化

关系。

2暋模型的数值模拟

暋暋对方程(3)进行数值模拟,可以得到平均有效频

率 <氊i > 和耦合强度毸的变化关系(图1)以及序参

量r随耦合强度毸的变化关系(图2)。从图1与图2
可以看出,对比毬为毿的情况,当sin毬的值为正值,

sin毬对同步起到提前的作用,并且sin毬值越大,临界

耦合强度毸c 越提前;但是当sin毬为负值时,对同步则

会产生滞后的影响,并且sin毬值越小,临界耦合强度

毸c 越滞后。

3暋理论分析

暋暋为简单起见,可以在星形网络中做理论分析,因
为星形网络的结构特点抓住了无标度网络的主要特

征[7]。在星形网络中,依旧设定振子氊i 等于节点的

度ki。

暋暋在星形网络中,建立一个旋转坐标系,该系统的

平均相位可以表达为氉(t)=氉(0)+毟t,其中毟 为星

形网络振子的平均频率[7],可以设置氉(0)=0。如此

可以定义毤h=毴h-氉=毴h-毟t,毤j=毴j-氉=毴j-毟t,
其中毴h 表示中心节点振子的相位,毴j为边缘节点振子

的相位。
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图1暋平均有效频率 <氊i > 和耦合强度毸的分布

Fig.1暋 <氊i >andcouplingstrength毸

图2暋序参量r和耦合强度毸的关系

暋暋Fig.2暋Therelationshipbetweentheorderparameterr
andthecouplingstrength毸

暋暋设星形网络节点数为 (k+1),中心节点振子与

边缘节点振子的运动方程可以写成:

暋暋毤
·

h =(氊h -毟)+毸暺
k

i=1

(sin(毤j-毤h)+sin毬),

暋暋毤
·

j=(氊-毟)+毸(sin(毤h-毤j)+sin毬),j=1,

2,…,k, (5)
且

暋暋氊h =k,氊=1,毟= 2k
k+1

,毬暿 (-毿
2

,毿
2

)。

暋暋现在计算锁定相位毤
·

h =0时的情况。利用(2)
式,可以计算得到

暋暋rei氉(t)=
ei毴h +暺

k

j=1

(ei毴j)

1+k
,

两边同乘e-i毴h,可得

暋暋re-i毤
·

h =
1+暺

k

j=1
ei(毴j-毴h)

1+k
。

取虚数部分可得

暋暋-r·sin毤h =
暺
k

j=1
sin(毴j-毴h)

1+k
,

并结合式(5)可得

暋暋毤
·

h =-毸·(1+k)·rsin毤h +(氊h -毟)+
毸·ksin毬。

当毤
·

h =0时,有

暋暋sin毤h =
(氊h -毟)+毸·ksin毬

毸·(1+k)·r
,

而锁定相位毤
·

j=0时,有

暋暋sin(毤h -毤j)=毟-氊-毸sin毬
毸

,

所以,可以计算得到
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暋暋cos毤j=毟-氊-毸sin毬
毸 sin毤h 暲

[毸2-(毟-氊-毸sin毬)2]·(1-sin毤h)
毸

。

暋暋由此,可得毸曒 毟-氊
1+sin毬

,所以星形网络在锁相

情况下的临界耦合强度为毸c= 毟-氊
1+sin毬

。当sin毬<

0时,毸c 会滞后,即同步滞后;当sin毬>0时,毸c 会提

前,即同步提前。

4暋结论

暋暋本研究在无标度网络及星形网络中讨论加入拖

拽因子后的 Kuramoto模型,通过数值模拟,发现在

无标度网络中,会发生爆炸式同步,并且拖拽因子对

临界耦合强度产生影响,当拖拽因子为正值时,临界

耦合强度减小,同步提前;反之,当拖拽因子为负值

时,临界耦合强度增大,同步滞后。理论上分析星形

网络中也存在爆炸式同步,拖拽因子对同步起到了与

无标度网络中相同的作用。
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