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摘要:提出一种基于BFGS更新的Levenberg飊Marquardt算法,该算法不仅具有全局收敛性和二次收敛速度,而
且可以更有效地求解大规模优化问题.数值实验表明,该算法在求解大规模绝对值方程问题方面也是有效的.
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Abstract:ThispaperproposesamodifiedLevenberg飊Marquardtalgorithm withBFGSupdate
formula.Ouralgorithmconvergesgloballytoanoptimalsolutionandtheconvergencerateis
quadratic.Moreover,ithasbetterefficiencyforsolvinglarge飊scaleproblems.Numericalresults
showthatthisalgorithmispromisingforsolvinglarge飊scaleabsolutevalueequationsprob灢
lems.
Keywords:generalizedLevenberg飊Marquardtalgorithm,BFGSupdate,globalconvergence,ab灢
solutevalueequations

0暋引言

暋暋暰研究意义暱考虑具有如下形式的非线性方程组:

暋暋g(x)=0, (1)
其中,g(x):Rn 曻Rn 为连续可微函数.问题(1)在工

程中有广泛应用,例如函数逼近,非线性拟合等.到目

前为止,有多种算法可以用来解决问题(1),例如:

Gauss飊Newton方法[1飊4],信赖域方法[5],拟牛顿法[6]

等.其中 Gauss飊Newton方法要求在算法迭代过程中

Jacobian矩阵列满秩,这无疑限制了算法的应用范

围.为解决此类问题,Levenberg[4]和 Marquardt[1]提

出 Levenberg飊Marquardt 方 法 (L飊M 方 法).令

f(x)=1
2暚g(x)暚2,假设g(x)有零点,那么非线性

方程(1)等价于如下优化问题:

暋暋 minf(x),x暿Rn.
传统L飊M 方法通过求解下述模型获取搜索方向

暋暋sk=argmin
s暿Rn

暚Jks+gk暚2+毺k暚s暚2. (2)

搜索方向为

暋暋sk=-(JT
kJk+毺kI)-1JT

kgk, (3)
式中,gk暶=g(xk),sk 是g(x)在xk 处的下降方向,

Jk暶=J(xk)是g(x)在xk 处的Jacobian矩阵,毺k >
0为迭代参数.不难看出,传统 L飊M 方法的每一次迭

代都需要计算Jacobian矩阵,这对于大规模问题,会
增加算法的计算存储量和时间.暰前人研究进展暱绝对

值方程(AVE)是由Rohn[7]首次提出,是一类不可微

的 NP飊hard问题[8].文献[9]证明该方程解的存在性
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和唯一性.文献[10]也给出一类绝对值方程与线性互

补问 题 的 等 价 关 系.在 AVE 求 解 方 面,Caccetta
等[11]提出用光滑牛顿方法求解绝对值方程,并且证

明其具有全局收敛性质.Mangasarian[12]提出用广义

牛顿方法求解此类问题.Ketabchi等[13]提出一种范

数方法求解绝对值方程.更多绝对值方程的求解方法

见参考文献[14飊15].暰本研究切入点暱为有效求解大

规模问题,本文在适当的条件下提出一种在不需要非

退化假设[16]即可具备全局收敛性,并且在一定条件

下具有二次收敛性的算法.最重要的是,可以不必在

每次迭代时都计算Jacobian矩阵,而且对于Jacobian
矩阵Jk,通过 BFGS推广得到.令yk =g(xk+1)-
g(xk),Bk 为广义BFGS,有近似关系:

暋暋yk=g(xk+1)-g(xk)曋 Ñg(xk+1)sk. (4)
此时,Bk+1满足正割方程Bk+1sk=yk ,又有逼近关系:

暋暋Bk+1sk 曋 Ñg(xk+1)sk .
这意味着Bk+1 沿方向sk 逼近 Ñg(xk+1),即

暋暋Bk+1=Bk-BksksT
kBk

sT
kBksk

+ykyT
k

yT
ksk

, (5)

其中,sk=xk+1-xk,yk=g(xk+1)-g(xk),xk+1 为下

一次迭代.暰拟解决的关键问题暱提出一种基于BFGS
更新的 L飊M 算法,并分析算法在如下形式的绝对值

方程中的应用:

暋暋g(x)暶=Ax-旤x旤-b=0, (6)
其中,A,b为给定的已知常量矩阵或向量,x,b暿

Rn,A 暿Rn暳n,x=(x1,x2,…,xn)T.文中,暚暚 表示

欧几里得范数.

1暋绝对值方程的基本结论

暋暋Mangasarian[8]证明求解 AVE是一个不可微的

NP飊hard的优化问题.又由文献[17飊18]可知基于

旤x旤的次梯度的广义Jacobian矩阵灥旤x旤为一对角

矩阵,即

暋暋h(x)=diag(sign(x)), (7)
其中,

暋暋sign(x)=
1,whenx>0,

0,whenx=0,

-1,whenx<0

ì

î

í

ïï

ïï .
diag(·)表示一对角阵,即有灥g(x)暶=J(x)=A-
h(x).
暋暋根据文献[10]中的性质3和4,给出绝对值方程

解的存在性和唯一性基本结论.
暋暋引理1暋i)若A 暿Rn暳Rn,且A 的所有奇异值

都大于1,则对任意的b暿Rn,绝对值方程存在唯

一解;

暋暋ii)若A暿Rn暳Rn,且 暚A-1暚 <1,则对任意的

b暿Rn,绝对值方程存在唯一解.

2暋算法及其收敛性分析

暋暋基于 BFGS更新,提出一种 BFGSLevenberg飊
Marquardt算法.
暋暋算法1
暋暋Step0暋选取参数毬,氁暿 (0,1),毺0 >0,初始迭

代点x0 暿Rn,0曑毰曑1.令k暶=0.
暋暋Step1暋若f(x)曑毰,算法终止;否则,进入

Step2.
暋暋Step2暋求解方程组 (JT

kJk+毺kI)s=-JT
kgk,得

到sk.
暋暋Step3暋Armijo线搜索.令毸k 是满足下面不等

式的最小非负整数毸:

暋暋f(xk+毬毸sk)曑fk+氁毬毸 ÑfT
ksk, (8)

暋暋令毩k暶=毬毸k,xk+1暶=xk+毩ksk.
暋暋Step4暋毺k=暚g(xk)暚1+氂,氂暿 [0,1],令yk =
gk+1-gk,如果yksk >0,按照(5)式更新Jk+1 ;否则,
令Jk+1=Jk.
暋暋Step5暋令k暶=k+1,转Step1.
暋暋引理2暋式(2)中,sk 是f(x)在xk 处的下降

方向.
暋暋证明暋由最优性条件,知sk 满足

暋暋 Ñ(暚Jks+gk暚2+毺k暚s暚2)=2[(JT
kJk+

毺kI)s+JT
kgk]=0,

求得sk=-(JT
kJk+毺kI)-1JT

kgk .若JT
kgk 曎0,则对

炐毺k >0,有

暋暋 (JT
kgk)Tsk=-(JT

kgk)T(JT
kJk+

毺kI)-1(JT
kgk)<0.

所以,sk 是f(x)在xk 处的下降方向,则引理2得证.
暋暋定理1(全局收敛性)暋假设 {xk}由算法1迭代

产生得到,且步长满足Armijo线搜索准则,如果存在

一个子 序 列 xkj 曻 x* ,而 且 满 足 相 应 的 子 序 列

{J(xki
)TJ(xki

)+ 毺kiI} 收 敛 于 正 定 矩 阵 J
(x* )TJ(x* )+毺*I,那么,Ñf(x* )=0.
暋暋证明暋若 Ñf(xk)曎0,则sk 曎0.由引理2,毺k >
0及xkj 曻x* 得到

暋暋JT
kjJkj 曻J(x* )TJ(x* ),ukj 曻u* .

由 于 skj =- [J(xkj
)TJ(xkj

) +

毺kjI]-1J(xkj
)Tg(xkj

),则skj 曻s* =
-[J(x* )TJ(x* )+毺*I]-1J(x* )Tg(x* ).
因此对于毬暿 (0,1),存在非负整数毸* 使得

暋暋f(x* +毬
毸*

s* )<f(x* )+氁毬
毸*

Ñf(x* )Ts* .
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对于子列xkj 曻x* ,当j充分大时,有

暋暋f(xkj +毬
毸*

skj
)<f(xkj

)+氁毬
毸*

Ñf(xkj
)Tskj.

由 Armijo步长准则知毸* 曒毸kj
,所以

暋暋f(xkj+1
)=f(xkj +毬

毸kjskj
)曑f(xkj

)+

氁毬毸kj 煥f(xkj)
Tskj 曑f(xkj

)+氁毬m*
煥f(xkj)

Tskj
,

即对充分大的j,有

暋暋f(xkj+1
)曑f(xkj

)+氁毬毸*
煥f(xkj

)Tskj. (9)
又

暋暋lim
j曻¥

f(xkj+1
)=lim

j曻¥
f(xkj

)=f(x* ),

从而对(9)式两边求极限,得
暋暋f(x* )曑f(x* )+氁毬毸*

煥f(x* )Ts* .
这与引理2矛盾,所以 煥f(x* )=0.由反证法知定

理1得证.
暋暋又根据文[19]中定理7.4和注7.2,可以得到算

法的收敛速度是二次的.这里省去二次收敛性质的证

明过程,详细证明见文献[19].文献[20]也给出了类

似的证明.
暋暋定理2(二次收敛性质)暋假设 {xk}是由算法迭

代得到的,且收敛到f(x)的一个局部最小值点x* ,

毺k=暚g(xk)暚1+氂,氂暿[0,1],那么,算法的收敛速度

是二次收敛的.

3暋数值实验

暋暋以求解绝对值方程问题为例,验证算法1对于求

解大规模优化问题的有效性.实验的所有代码都在

MatlabR2010b中运行,其中,电脑的配置:CPU 为

IntelPentium(R)Dual飊CoreE58003.20 GHz,

SDRAM 为2.00GB的 Windows7操作系统.
暋暋在引理1的条件下,对随机生成不同维数的绝对

值方程进行计算,维数 Dim 分别设置为500,1000,

1500,2000,2500,3000.对于不同维数的绝对值方程,
分别随机生成10次进行计算并记录数据.在每个随

机问题的求解中,算法的参数选择为毬=0.5,氁=0.3,

氂=1
2

,毰=10-8 ,初始点x0=rand(n,1).

暋暋数值实验结果见表1,其中,Dim 表示问题维数;

Itertotal表示算法1求解10次问题所需的总迭代次

数;Cputimetotal表示算法求解10次问题所需总时间;

Optaverage表示算法求解10次问题的平均误差,即

暋暋Optaverage=
暺
10

i=1

(fi
final-ops)

10 .

这里,fi
final为算法1求解第i个随机算例的终值,ops

为对应问题的最优值,在本文中为0.对于随机生成

的不同维数算例中,每种维数选取其中一次做 Opt
(Iter)值迭代随迭代次数Iter的变化图(图1).结果

显示算法1是有效的.
表1暋数值结果

Table1暋Numericalresults

Dim Itertotal Cputimetotal Optaverage

500 59 1.456425e+02 2.573539e-10
1000 59 6.337541e+02 3.963551e-10
1500 63 1.556172e+03 1.288582e-09
2000 55 2.260922e+03 1.869581e-09
2500 64 4.888463e+03 2.653575e-09
3000 64 7.682067e+03 1.955933e-09

图1暋Opt(Iter)的值随迭代次数Iter的变化

暋暋Fig.1暋ThevaluesofOpt(Iter)withthenumberofiter灢
ationsIter

4暋结论

暋暋本文提出一种基于BFGS更新的 L飊M 算法,证
明算法具有全局收敛性和二次收敛性质.该算法在每

次迭代中,可以避免计算Jacobian矩阵,这在处理大

规模问题中可以节约 CPU 耗费时间.在数值实验

中,我们用算法测试了随机生成不同维数绝对值方程

问题,结果表明算法是有效的.
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