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二次半定规划一个原始对偶路径跟踪算法*

APrimal飊dualPath飊followingAlgorithmforQuadratic
Semi飊definiteProgramming

黎健玲**,王培培

LIJianling,WANGPeipei

(广西大学数学与信息科学学院,广西南宁暋530004)
(Collegeof MathematicsandInformationScience,GuangxiUniversity,Nanning,Guangxi,

530004,China)

摘要:本文提出求解二次半定规划的一个基于 H..K..M 方向的原始对偶路径跟踪算法.文中首先导出确定

H..K..M 方向的线性方程组,并证明该搜索方向的存在唯一性;然后给出算法的具体步骤,并证明算法产生的

迭代点列落在中心路径的某个邻域内.最后采用 Matlab(R2011b)数学软件编程对算法进行数值试验.数值结果

表明算法是有效的.
关键词:二次半定规划暋原始对偶暋算法暋路径跟踪暋中心路径

中图分类号:C934暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005飊9164(2016)05飊0396飊08

Abstract:Aprimal飊dualpath飊followingalgorithmbasedonH..K..M directionforquadratic
semi飊definiteprogrammingproblems(QSDP)isproposed.Firstly,thesystemoflinearequa灢
tionsyieldingtheH..K..M directionarederived,andtheexistenceanduniquenessofthe
searchdirectionareshown;Secondly,thealgorithmisdescribedindetail.Weshowthattheit灢
eratesgeneratedbythealgorithmcanfallintosomeneighborhoodofthecentralpathunder
somemildconditions.Finally,apreliminarynumericalexperimentisperformedforthealgo灢
rithmbyusingMatlab(R2011b)mathematicalsoftware,andthenumericalresultsshowthat
theproposedalgorithmiseffective.
Keywords:quadraticsemi飊definiteprogramming,primal飊dual,algorithm,path飊following,central
path

0暋引言

暋暋暰研究意义暱(线性)半定规划(简记SDP)既是定

义在半正定矩阵锥上的规划,也是线性规划、凸二次

规划、二阶锥规划等的一种推广,在控制论、组合优化

等诸多领域有着广泛的应用.而二次半定规划是半定

规划的拓展,它在最优控制、证券、金融风险分析等领

域中都有着广泛的应用.暰前人研究进展暱原始对偶内

点算法是求解半定规划的有效方法[1飊10].由于确定搜

索方向的方法不同,因此导出多种形式的原始对偶内

点法.目前常用的搜索方向有以下3种:(i)AHO 搜

索 方 向[2];(ii)H..K..M 搜 索 方 向[3飊5];(iii)

Nesterov飊Todd搜索方向(简称 NT 方向)[6飊7].基于

SDP的原始对偶内点算法,文献[11]提出一个求解

二次半定规划的势减少(potentialreduction)算法;
文献[12]结合 Dikin型方向和牛顿中心步提出一个
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求解二次半定规划的预估校正算法;文献[13]提出一

个求解二次半定规划的投影收缩算法;文献[14]将基

于 NT方向的原始对偶内点算法推广到二次半定规

划.暰本研究切入点暱本文考虑如下二次半定规划问题

(简记为 QSDP):

暋暋 minf(X)=1
2svec(X)THHTHHsvec(X)-

aTHHsvec(X)+C·X (0.1)

暋暋s.t.暋Ai·X =bi,i=1,…,m;

暋暋 XT =X 炋0,

其中HHT = (svec(H1),…,svec(Hl))暿 RR
1
2n(n+1)暳l,

Hj(j=1,…,l),Ai(i=1,…,m),C和X都是n暳n阶

实对称矩阵,a暿RRl,b暿RRm,算子svec(X)将n暳n阶

对称阵X 的列堆叠(stack)成一个1
2n(n+1)维的列

向量,它的逆算子记为smat.X 炋 (灪)0表示X 是半

正定(正定)矩阵.对任意A暿RRp暳q,B暿RRp暳q,矩阵内

积A·B=Tr(ATB)=暺
p

i=1
暺
q

j=1
aijbij,其中Tr(·)表示

矩阵的迹.若 A,B 为n 阶对称阵,则有 A·B =
svec(A)Tsvec(B).分别记Sn,Sn

+ 和Sn
++ 为n阶实对称

矩阵全体,n阶实对称半正定矩阵全体和n 阶实对称

正定矩阵的全体.因为HHTHH 是对称半正定矩阵,所
以(0.1)式的目标函数是凸的,而约束函数是非光滑

但也是凸的,因此 QSDP(0.1)是一个凸优化问题.据
此,本文基于文献[5]的思想,提出一个求解 QSDP
(0.1)的原始对偶路径跟踪算法.暰拟解决的关键问

题暱首先,利用 Wolfe对偶理论得到 QSDP(0.1)的对

偶规划,从而导出对偶间隙的表达式,并据此定义中

心路径.然后结合最优性条件、矩阵对称化技术以及

牛顿法导出确定 H..K..M 方向的线性方程组,并证

明该搜索方向的存在唯一性.随后基于该搜索方向给

出短步路径跟踪算法的具体步骤,并证明算法产生的

迭代点列落在中心路径的某个邻域内.

1暋二次半定规划问题的对偶规划

暋暋利用凸规划问题的 Wolfe对偶理论,可得 QSDP
(0.1)的对偶规划(简记为DSDP)为

暋暋 maxD(X,y)=-1
2svec(X)THHTHHsvec(X)+

暺
m

i=1
biyi

暋暋s.t.暺
m

i=1
yiAi+Z=C-暺

l

j=1
ajHj+暺

l

j=1
Hj(Hj·

X),

暋暋 X 炋0,Z炋0. (1.1)

分别记问题(0.1),(1.1)的可行集为FFP,FFD,即

暋暋FFP ={X旤Ai·X =bi,X 炋0},

暋暋FFD ={(X,y,Z)旤暺
m

i=1
yiAi+Z=C-

暺
l

j=1
ajHj+暺

l

j=1
Hj(Hj·X),X 炋0,Z炋0}.

记FFP 和FFD 的严格内部为FF曘P 和FF曘D.
暋暋 易知 DSDP(1.1)也是一个凸二次半定规划问

题.对于任意的(X,y,Z)暿FFD,若X暿FFP,则对偶间

隙为

暋暋f(X)-D(X,y)=svec(X)THHTHHsvec(X)-aT

HHsvec(X)+C·X-暺
m

i=1
biyi,

=svec(X)THHTHHsvec(X)-aTHHsvec(X)-暺
m

i=1
biyi+

(暺
m

i=1
yiAi+Z+暺

l

j=1
ajHj-暺

l

j=1
Hj(Hj·X))·X,

=svec(X)THHTHHsvec(X)-暺
l

j=1

(Hj·X)2+Z·X=

(HHsvec(X))T(HHsvec(X))-暺
l

j=1

(Hj·X)2+Z·X

=Z·X. (1.2)

2暋H..K..M 搜索方向

暋暋假设:

暋暋(A1)设矩阵组 {Ai,i=1,…,m}线性无关.
暋暋(A2)Slater条件成立,即存在X 灪0,Z 灪0和

y暿RRm 使得X 暿FFP,(X,y,Z)暿FFD.
暋暋 由(1.2)式以及文献[13]的定理3.5知,在假设

(A2)下,X 暿FFP 是 QSDP(0.1)的最优解当且仅当

存在y暿RRm,Z暿Sn,使得

暋暋暺
m

i=1
yiAi+Z=C-暺

l

j=1
ajHj+暺

l

j=1
Hj(Hj·X),

(2.1a)

暋暋XZ=0. (2.1b)

暋暋 点对(X,Z)如果满足X 暿FFP,(X,y,Z)暿FFD

且

暋暋XZ=氁毺I,

其中参数毺>0,毺=X·Z
n

,氁是中心参数,I是n阶单

位阵,则称点对(X,Z)在中心路径上,即中心路径上

的点对(X,Z)满足:

暋暋Ai·X =bi,i=1,…,m, (2.2a)

暋暋暺
m

i=1
yiAi+Z=C-暺

l

j=1
ajHj+暺

l

j=1
Hj(Hj·X),

(2.2b)
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暋暋XZ=氁毺I. (2.2c)
设当前迭代点为(X,y,Z),且 X 暿 FF曘P,(y,Z)暿
FF曘D,用一步Newton法求解非线性方程组(2.2)得到

的系统如下:

暋暋 Ai·殼X =0,i=1,…,m, (2.3a)

暋暋暺
m

i=1
殼yiAi+殼Z-暺

l

j=1
Hj(Hj·殼X)=0,

(2.3b)

暋暋殼XZ+X殼Z=氁毺I-XZ-殼X殼Z. (2.3c)
忽略(2.3c)式中的殼X殼Z,得到

暋暋殼XZ+X殼Z=氁毺I-XZ. (2.4)
注意到X,Z不可交换,即XZ曎ZX,而内点法的一个

关键是产生的矩阵殼X,殼Z 要满足对称性.文献[9]
给出对称化矩阵M 的一般通式:

暋暋HP(M)=1
2

(PMP-1+(PMP-1)T),

其中P是可逆阵,有多种不同的取法[1飊5].本文采用文

献[1,5]中的方法,取P=X-1
2 .对称化方程(2.4),得

到如下的线性方程组:

暋暋Ai·殼X =0,i=1,…,m, (2.5a)

暋暋暺
m

i=1
殼yiAi+殼Z-暺

l

j=1
Hj(Hj·殼X)=0,

(2.5b)

暋暋X-1
2 (X殼Z + 殼XZ)X

1
2 + X

1
2 (殼ZX +

Z殼X)X-1
2 =2(氁毺I-X

1
2ZX

1
2 ). (2.5c)

记W =氁毺I-X
1
2ZX

1
2 ,求解线性方程组(2.5)得到的

解(殼X,殼y,殼Z)称为 H..K..M 搜索方向.记
暋暋GT =(svec(A1),…,svec(Am)), (2灡6a)

暋暋rc=svec(氁毺I-X
1
2ZX

1
2 )=svecW, (2.6b)

暋暋E=X-1
2 煪sX

1
2Z=(I煪sX

1
2ZX

1
2 )·

(X-1
2 煪sX-1

2 ), (2.6c)

暋暋F=X
1
2 煪sX

1
2 . (2.6d)

其中X
1
2 煪sX

1
2 表示两个矩阵的对称 Kronecker积

(文献[1]附录).使用算子svec,可把线性方程组

(2灡5)改写成以下形式:

暋暋
0 G 0
GT -HHT HH I
0 E

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

F

殼y
svec(殼X)

svec(殼Z

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

)
=

0
0
r

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

c

,(2.7)

其中I是n(n+1)
2

阶单位阵.根据假设(A1)知G 是

行满秩的.
暋暋引理2.1暋假设(A1)和(A2)成立,X,Z暿Sn

++,
则矩阵FHHTHH+E 可逆.
暋暋 证明 暋 已知

暋暋E=X-1
2 煪sX

1
2Z=(I煪sX

1
2ZX

1
2 )·

(X-1
2 煪sX-1

2 ),

暋暋F=X
1
2 煪sX

1
2 ,

由X,Z是对称正定阵知X
1
2 ,X-1

2 也是对称正定阵,
进而由对称 Kronecker积的性质知E,F 可逆.而

暋暋rank(FHHTHH+E)=rank(F-1(FHHTHH+E))=
rank(HHTHH+F-1E), (2.8)
往证F-1E 是对称正定矩阵.由对称 Kronecker积的

性质(文献[1]附录)知

暋暋F-1E=(X
1
2 煪sX

1
2 )-1(X-1

2 煪sX
1
2Z)=

(X-1
2 煪sX-1

2 )(X-1
2 煪sX

1
2Z)=1

2
[(X-1 煪sZ)+

(Z煪sX-1)]=X-1 煪sZ, (2.9)
因X-1 和Z是对称正定阵,故X-1 煪sZ,即F-1E是对

称正定 阵.又 因 为HHTHH 是 对 称 半 正 定 阵,因 此

HHT HH+F-1E 是对称正定阵,结合(2.8)式即知矩阵

FHHTHH+E 是可逆的.
暋暋引理2.2暋假设(A1)和(A2)成立,X,Z暿Sn

++,
则矩阵(FHHTHH+E)-1F 暿Sn

++.
暋暋 证明 暋 因为

暋暋(FHHTHH+E)-1F=(F-1(FHHTHH+E))-1=
(HHTHH+F-1E)-1,
由引理2.1的证明过程知矩阵HHTHH+F-1E是对称正

定阵,所以(FHHTHH +E)-1F 也 是对称正定阵,即

(FHHTHH+E)-1F 暿Sn
++.

暋暋 引理2.3暋 假设(A1)和(A2)成立,X 暿FF曘P,
(X,y,Z)暿FF曘D,则线性方程组(2.7)有唯一解.
暋暋 证明 暋 首先证明线性方程组(2.7)的系数矩阵

可逆,即证明方程组(2.7)对应的齐次线性方程组

暋暋
0 G 0
GT -HHT HH I
0 E

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

F

殼y
svec(殼X)

svec(殼Z

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

)
=

0
0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0

,(2.10)

只有平凡解.记

暋暋B=
G(FHHT HH+E)-1FGT 0 0

GT -F-1E-HHT HH 0
0 E

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

F

,

利用块高斯消去法对(2.10)式进行化简,得到

暋暋B
殼y
svec(殼X)

svec(殼Z

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

)
=

0
0
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0

, (2.11)

于是有

暋暋(G(FHHTHH+E)-1FGT)殼y=0. (2.12)
由引理2.2知(FHHTHH+E)-1F 是对称正定阵,又因

893 GuangxiSciences,Vol灡23No灡5,October2016



为G 为行满秩,所以G(FHHTHH+E)-1FGT 也是对称

正定阵,于是由(2.12)式知殼y=0.
暋暋 将殼y=0代入(2.11)式,即得

暋暋svec(殼X)=(FHHTHH+E)-1FGT殼y=0,

暋暋svec(殼Z)=-F-1Esvec(殼X)=0,
所以(2.10)式只有平凡解,从而(2.7)式的解存在并

且唯一.
暋暋 引理2.4暋 假设(A1)和(A2)成立,设X暿FF曘P,
(X,y,Z)暿 FF曘D,(殼X,殼y,殼Z)是 线 性 方 程 组

(2灡7)对于某个给定的矩阵W(暿RRn暳n)的解,则以下

结论成立:

暋暋栙殼Z·殼X 曒0;

暋暋栚X·殼Z+Z·殼X =Tr(W);

暋暋栛 如果W =氁毺I-X
1
2ZX

1
2 ,氁暿RR,毺=X·Z

n
,则

暋暋(X+毩殼X)·(Z+毩殼Z)=(1-毩+毩氁)(X·
Z)+毩2(殼X·殼Z).
暋暋 证明 暋栙 根据(2.5b)式和(2.5a)式,并结合矩

阵内积的性质可得

暋暋殼Z·殼X =(暺
l

j=1
Hj(Hj·殼X)-暺

m

i=1
殼yiAi)·

殼X =svec(殼X)THHTHHsvec(殼X)- 暺
m

i=1
殼yi(Ai ·

殼X)=svec(殼X)THHTHHsvec(殼X)曒0,
最后一个不等式成立是因为HHTHH 是 对称半正定

矩阵.

暋暋栚 由 (2.5c)式 知 X-1
2 (X殼Z +殼XZ)X

1
2 +

X
1
2 (殼ZX +Z殼X)X-1

2 =2W,则由矩阵迹的性质有

暋暋2Tr(W)= Tr(X-1
2 (X殼Z + 殼XZ)X

1
2 ) +

Tr(X
1
2 (殼ZX +Z殼X)X-1

2 )=Tr(X殼Z+殼XZ)+
Tr(殼ZX +Z殼X)=2Tr(X殼Z+殼XZ)=
2(X·殼Z+Z·殼X),
即X·殼Z+Z·殼X =Tr(W).
暋暋栛 根据矩阵内积的线性性质以及矩阵迹的性

质,再结合结论(2)得到

暋暋(X+毩殼X)·(Z+毩殼Z)=X·Z+毩(X·殼Z+
Z·殼X)+毩2(殼X ·殼Z)=X·Z +毩Tr(氁毺I -

X
1
2ZX

1
2 )+毩2(殼X ·殼Z)=X·Z+毩Tr(氁毺I)-

毩Tr(X
1
2ZX

1
2 )+毩2(殼X·殼Z),

又因为 Tr(氁毺I)=氁毺Tr(I)=氁毺n,而毺=X·Z
n

,所

以有

暋暋(X+毩殼X)·(Z+毩殼Z)=X·Z+毩氁毺n-
毩Tr(XZ)+毩2(殼X·殼Z)=X·Z+毩氁毺n-
毩(X·Z)+毩2(殼X·殼Z)=(1-毩+毩氁)(X·Z)+

毩2(殼X·殼Z),
即结论(3)成立.

3暋H..K..M 搜索方向的计算

暋暋H..K..M 搜索方向 (殼X,殼y,殼Z)可以通过

求解线性方程组(2.7)得到,而方程组(2.7)包含

m+n(n+1)个线性方程,通过块高斯消去法将其化

简为如下的方程

暋暋(G(FHHTHH + E)-1FGT)殼y =-G(FHHTHH +
E)-1rc, (3.1a)

暋暋GT殼y-(F-1E+HHTHH)svec(殼X)=-F-1rc,
(3.1b)

暋暋Esvec(殼X)+Fsvec(殼Z)=rc, (3.1c)
记 M =G(FHHTHH +E)-1FGT,h=-G(FHHTHH +
E)-1rc,则(3.1a)式可改写为

暋暋M殼y=h. (3.2)
可证M 是对称正定阵.事实上,因为

暋暋M =G(F-1(FHHTHH +E))-1GT =G(HHTHH +
F-1E)-1GT =G(HHTHH+(X-1 煪sZ))-1GT,
上述最后一个等式成立是由(2.9)式得到.由X-1,

Z 是对称正定阵知X-1 煪sZ 也是对称正定阵,而

HHTHH 是对称半正定阵,因此(HHTHH +(X-1 煪sZ))-1

是对称正定阵,故M 是对称正定阵.
暋暋 于是可利用 Cholesky 分解求解线性方程组

(3灡2)得到殼y,进而由(3.1b)式和(3.1c)式可求出

暋暋殼X =smat((FHHTHH+E)-1(FGT殼y+rc)),
(3.3a)

暋暋殼Z=smat(HHTHHsvec(殼X)-GT殼y).(3.3b)

4暋 短步原始对偶路径跟踪算法

暋暋 这一节我们将给出基于 H..K..M 方向的短步

原始对偶路径跟踪算法.
暋暋算法的具体步骤如下:

暋暋算法A
暋暋 步骤 0(初始步)暋 选取 X0 暿 FF曘P,(X0,y0,

Z0)暿FF曘D,参数毲>1,令k=0,毺0=X0·Z0

n .

暋暋 当毺k >2-毲毺0 时执行以下步骤:

暋暋 步骤1暋 记X=Xk,(y,Z)=(yk,Zk),毺=毺k.
暋暋 步骤2暋 选择合适参数氁=氁k 暿 [0,1],令W =

氁毺I-X
1
2ZX

1
2 .

暋暋 步骤3暋 求解线性方程组(2.7)得到 H..K..M
搜索方向(殼X,殼y,殼Z).
暋暋 步骤4暋 选择毩曒0,使得

暋暋̂X=X+毩殼X 暿Sn
++,̂y=y+毩殼y 暿RRm,
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暋暋̂Z=Z+毩殼Z 暿Sn
++.

暋暋 步骤5暋 令Xk+1=X̂,(yk+1,Zk+1)=(̂y,̂Z),

毺=毺k+1=Xk+1·Zk+1

n .令k=k+1.

暋暋 注:算法 A是一个短步路径跟踪算法[5,8],对所

有的k曒0,取毩k=1,氁k=1-毮/ n,其中毮>0是一

个常量.
暋暋 算法产生的迭代点列将落在中心路径的如下邻

域内:

暋暋NNF(毭)曉 {(X,y,Z)旤X 暿FF曘P,(X,y,Z)暿

FF曘D,暚X
1
2ZX

1
2 -毺I暚F 曑毭毺}={(X,y,Z)旤X 暿

FF曘P,(X,y,Z)暿FF曘D,(暺
n

i=1

(毸i(XZ)-毺)2)1/2 曑毭毺},

(4.1)

其中毺=X·Z
n

,毭 暿 (0,1),暚 · 暚F 表示矩阵的

Frobenius范数.
暋暋 引理4.1暋 假设(A1)和(A2)成立,设X暿FF曘P,
(X,y,Z)暿 FF曘D,(殼X,殼Z,殼y)是 线 性 方 程 组

(2灡7)的解,其中W=氁毺I-X
1
2ZX

1
2 ,对任意的毩曒0,

令

暋暋(X(毩),Z(毩),y(毩))曉 (X,Z,y)+毩(殼X,殼Z,

殼y), (4.2a)

暋暋毺(毩)曉 (X(毩)·Z(毩))/n, (4.2b)

暋暋Q(毩)曉X-1
2 (X(毩)Z(毩)-毺(毩)I)X

1
2 , (4.2c)

则有

暋暋Q(毩)+Q(毩)T =2(1-毩)(X
1
2ZX

1
2 -毺I)-

2毩2

n
(殼X·殼Z)I+毩2(X-1

2殼X殼ZX
1
2 +

X
1
2殼Z殼XX-1

2 ). (4.3)
其中I为n 阶单位阵.
暋暋 证明 暋 假 设毩 曒 0 是 给 定 的.根 据 引 理

2.4(3)有

暋暋X(毩)·Z(毩)=(X+毩殼X)·(Z+毩殼Z)=(1-
毩+毩氁)(X·Z)+毩2(殼X·殼Z),
所以由(4.2b)即知

暋暋毺(毩)=(1-毩+毩氁)毺+毩2

n
(殼X·殼Z),

因此,

暋暋X(毩)Z(毩)-毺(毩)I=(X+毩殼X)(Z+毩殼Z)-

((1-毩+毩氁)毺+毩2

n
(殼X·殼Z))I=XZ+毩X殼Z+

毩殼XZ+毩2殼X殼Z-(1-毩)毺I-毩氁毺I-毩2

n
(殼X·

殼Z)I=XZ -毩XZ - (1-毩)毺I-毩氁毺I+毩XZ +

毩(X殼Z+殼XZ)+毩2殼X殼Z-毩2

n
(殼X·殼Z)I=

(1-毩)(XZ-毺I)+毩(XZ-氁毺I)+毩(X殼Z+

殼XZ)+毩2殼X殼Z-毩2

n
(殼X·殼Z)I. (4.4)

类似可以得到

暋暋Z(毩)X(毩)-毺(毩)I=(1-毩)(ZX -毺I)+
毩(ZX -氁毺I)+毩(殼ZX +Z殼X)+毩2殼Z殼X -
毩2

n
(殼X·殼Z)I. (4.5)

于是,根据(4.2c)式,(4.4)式,(4.5)式得到

暋暋Q(毩)+Q(毩)T =X-1
2 (X(毩)Z(毩)-毺(毩)I)X

1
2 +

X
1
2 (Z(毩)X(毩)-毺(毩)I)X-1

2 =2(1-毩)(X
1
2ZX

1
2 -

毺I)+2毩(X
1
2ZX

1
2 -氁毺I)+毩(X-1

2 (X殼Z+

殼XZ)X
1
2 + X

1
2 (殼ZX + Z殼 X)X-1

2 ) +

毩2(X-1
2殼X殼ZX

1
2 +X

1
2殼Z殼XX-1

2 )-X-1
2 (毩

2

n
·

(殼X·殼Z)I)X
1
2 -X

1
2 (毩

2

n
(殼X·殼Z)I)X-1

2 =2(1-

毩)(X
1
2ZX

1
2 - 毺I) + 毩2(X-1

2殼X殼ZX
1
2 +

X
1
2殼Z殼XX-1

2 )-2毩2

n
(殼X·殼Z)I,

最后一个等式成立是根据(2.5c)式.

暋暋 接下来的引理给出scaling方向X-1
2殼XX-1

2 ,

X
1
2殼ZX

1
2 的界,对任意(X,y,Z)暿FF曘P 暳FF曘D 都成

立.证明过程需要使用如下结论,对任意的A,B 暿
RRn暳n,都有(详见文献[15]5.6节习题20).
暋暋暚A+B暚F 曑 暚A暚F + 暚B暚F,暚AB暚F 曑
暚A暚F暚B暚F,暚AB暚F 曑 暚A暚F暚B暚. (4.6)

暋暋 引理4.2暋 假设(A1)和(A2)成立,设X暿FF曘P,

(X,y,Z)暿FF曘D,使得 暚X
1
2ZX

1
2 -氃I暚 曑氃毭,对任

意的毭暿[0,1),氃>0成立.(殼X,殼y,殼Z)是线性方

程组 (2.7)对 于 某 个 确 定 矩 阵 W 的 解.记毮x =

氃暚X-1
2殼XX-1

2 暚F,毮z=氃暚X
1
2殼ZX

1
2 暚F,则下列结

论成立:

暋暋毮x毮z 曑 1
2

(毮2
x +毮2

z)曑 暚W暚2
F

2(1-毭)2. (4.7)

暋暋 证明 暋 根据(2.5c)式得

暋暋W =1
2

(X-1
2 (X殼Z+殼XZ)X

1
2 +X

1
2 (殼ZX +

Z殼X)X-1
2 )=1

2X
1
2殼ZX

1
2 +1

2X-1
2殼XZX

1
2 +

1
2X

1
2殼ZX

1
2 +1

2X
1
2Z殼XX-1

2 =X
1
2殼ZX

1
2 +

氃X-1
2殼XX-1

2 -1
2氃X

-1
2殼XX-1

2 +
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1
2X-1

2殼XX-1
2X

1
2ZX

1
2 + 1

2X
1
2ZX

1
2X-1

2殼XX-1
2 -

1
2氃X

-1
2殼XX-1

2 = X
1
2殼ZX

1
2 + 氃X-1

2殼XX-1
2 +

1
2X-1

2殼XX-1
2 (X

1
2ZX

1
2 -氃I)+1

2
(X

1
2ZX

1
2 -

氃I)X-1
2殼XX-1

2 ,
由引理2.4(1)知殼Z·殼X 曒0,再根据(4.6)式以及

引理4.2的已知条件得到

暋暋暚W暚F 曒 暚X
1
2殼ZX

1
2 +氃X-1

2殼XX-1
2 暚F -

1
2暚X-1

2殼XX-1
2 (X

1
2ZX

1
2 -氃I)+(X

1
2ZX

1
2 -

氃I)X-1
2殼XX-1

2 暚F 曒 暚X
1
2殼ZX

1
2 +

氃X-1
2殼XX-1

2 暚F -暚X
1
2ZX

1
2 -氃I暚·

暚X-1
2殼XX-1

2 暚F 曒 (暚X
1
2殼ZX

1
2 暚2

F +

氃2暚X-1
2殼XX-1

2 暚2
F)1

2 -氃毭·毮x

氃 = 毮2
x +毮2

z -

毭·毮x 曒 (1-毭) 毮2
x +毮2

z ,
所以

暋暋 暚W暚2
F

(1-毭)2 曒毮2
x +毮2

z.

注意到毮2
x +毮2

z 曒2毮x毮z,于是(4.7)式成立.
暋暋 以下定理说明本文的短步路径跟踪算法产生的

迭代点列将落在中心路径邻域NNF(毭)内.
暋暋 定理4.1暋 假设(A1)和(A2)成立,设常数毭暿
(0,1),毮暿 [0,n),并且满足

暋暋 毭2+毮2

2(1-毭)2(1-毮/ n)
曑毭,毭曑 1

2. (4.8)

又设(X,y,Z)暿NNF(毭),(殼X,殼y,殼Z)是线性方程

组(2.7)当W =氁毺I-X
1
2ZX

1
2 时的解,氁=1-毮/ n.

则

暋暋(̂X,̂y,̂Z)= (X +殼X,y+殼y,Z +殼Z)暿
NNF(毭).
暋暋 证明 暋 因为

暋暋(X
1
2ZX

1
2 -毺I)·I=Tr((X

1
2ZX

1
2 -毺I)I)=

Tr(X
1
2ZX

1
2 -毺I)=Tr(X

1
2ZX

1
2 )-n毺=Tr(XZ)-

n毺=X·Z-n毺=0,

并结合氁=1-毮/ n,和NNF(毭)的定义,则有

暋暋暚W暚2
F =暚氁毺I-X

1
2ZX

1
2 暚2

F =暚(氁-1)毺I+

毺I - X
1
2ZX

1
2 暚2

F = 暚(氁 - 1)毺I暚2
F + 暚毺I -

X
1
2ZX

1
2 暚2

F 曑 (1-氁)2毺2暚I暚2
F +毭2毺2 = (毮2 +

毭2)毺2. (4.9)

暋暋 因为 暚X
1
2ZX

1
2 -毺I暚F 曑毭毺,根据引理4.2取

氃=毺,W =氁毺I-X
1
2ZX

1
2 ,则有

暋暋毮2
x 曑毮2

x +毮2
z 曑 暚W暚2

F

(1-毭)2,

暋暋毮x毮z 曑 1
2

(毮2
x +毮2

z)曑 暚W暚2
F

2(1-毭)2,

从而

暋暋暚X-1
2殼XX-1

2 暚F =毮x

氃 曑 暚W暚F

(1-毭)氃=

暚氁毺I-X
1
2ZX

1
2 暚F

(1-毭)毺
, (4.10)

暋暋暚X-1
2殼XX-1

2 暚F暚X
1
2殼ZX

1
2 暚F =毮x·毮z

氃 曑

暚W暚2
F

2氃(1-毭)2 =暚氁毺I-X
1
2ZX

1
2 暚2

F

2毺(1-毭)2 . (4.11)

根据(4.2b)式,(4.2c)式和(4.3)式得

暋暋̂Q暶=Q(1)=X-1
2 (̂X̂Z -̂毺I)X

1
2 ,̂毺=X̂·̂Z

n
,

暋暋Q(1)+Q(1)T =(X-1
2殼X殼ZX

1
2 +

X
1
2殼Z殼XX-1

2 )-2
n

(殼X·殼Z)I.

再根据(4.6)式,有

暋暋 1
2暚̂Q+Q̂T暚F =1

2暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 -

1
n

(殼X ·殼Z)I + X
1
2殼 Z殼XX-1

2 - 1
n

(殼X ·

殼Z)I暚F 曑 暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 -1

n
(殼X·殼Z)I暚F,

(4.12)
由矩阵Frobenious范数的定义知

暋暋暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 -1

n
(殼X·殼Z)I暚2

F =

Tr(X
1
2殼Z殼XX-1

2X-1
2殼X殼ZX

1
2 )-2

n
(殼X·

殼Z)Tr(X
1
2殼Z殼XX-1

2 )+1
n2(殼X·殼Z)2Tr(I)=

Tr(X
1
2殼Z殼XX-1

2X-1
2殼X殼ZX

1
2 )-2

n
(殼X·

殼Z)(殼X·殼Z)+1
n2(殼X·殼Z)2n=

Tr(X
1
2殼Z殼XX-1

2X-1
2殼X殼ZX

1
2 )-

1
n

(殼X·殼Z)2 曑

Tr(X
1
2殼Z殼XX-1

2X-1
2殼X殼ZX

1
2 )=

(X-1
2殼X殼ZX

1
2 )·(X-1

2殼X殼ZX
1
2 )=

暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 暚2

F,
即

暋暋暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 - 1

n
(殼X · 殼Z)I暚F 曑

暚X-1
2殼X殼ZX

1
2 暚F.
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将上式代入(4.12)式,再结合(4.11)式,(4.9)式和

(4灡8)式,得

暋暋 1
2暚̂Q + Q̂T暚F 曑 暚X-1

2殼X殼ZX
1
2 暚F =

暚X-1
2殼XX-1

2X
1
2殼ZX

1
2 暚F 曑

暚X-1
2殼XX-1

2 暚F暚X
1
2殼ZX

1
2 暚F 曑

暚氁毺I-X
1
2ZX

1
2 暚2

F

2毺(1-毭)2 曑
(毮2+毭2)毺
2(1-毭)2 曑毭(1-

毮/ n)毺曑毭̂毺, (4.13)

其中毺̂=X̂·̂Z
n 曒 (1-毮/ n)X·Z

n =(1-毮/ n)毺.

暋暋 根据(4.10)式,(4.9)式和定理4.1的条件,得

暋暋暚X-1
2殼XX-1

2 暚F 曑 暚氁毺I-X
1
2ZX

1
2 暚F

(1-毭)毺
曑

(毮2+毭2)1
2毺

(1-毭)毺
曑 (2毭(1-毮/ n))1

2 <1,

从而知I+X-1
2殼XX-1

2 是正定矩阵.注意到 X
1
2 =

(X
1
2 )T,于是X̂=X+殼X=X

1
2 (I+X-1

2殼XX-1
2 )X

1
2

也是正定矩阵.而

暋暋̂Q=X-1
2 (̂X̂Z-毺̂I)X

1
2 =(X-1

2X̂
1
2 )(̂X

1
2̂ẐX

1
2 -

毺̂I)(X-1
2X̂

1
2 )-1,

记D=X-1
2X̂

1
2 ,G=̂X

1
2̂ẐX

1
2 -̂毺I,则Q̂=DGD-1.由

文献[5]的引理3.3以及(4.13)式可得

暋暋暚̂X
1
2̂ẐX

1
2 -̂毺I暚F 曑 1

2暚̂Q+Q̂T暚F 曑毭̂毺,

(4.14)

于是毸min(̂X
1
2̂ẐX

1
2 )曒 (1-毭)̂毺>0,所以 X̂

1
2̂ẐX

1
2

是正定矩阵.注意到X̂
1
2 =(̂X

1
2 )T,从而知Ẑ也是正定

矩阵.根据(2.3a)式,(2.3b)式以及 (X,y,Z)暿
NNF(毭)可得到(̂X,̂y,̂Z)暿FF曘D 且 X̂ 暿FF曘P,再结合

(4.14)式,即知(̂X,̂y,̂Z)暿NNF(毭).

5暋数值试验

暋暋采用 Matlab(R2011b)数学软件编程对算法 A
进行数值试验,程序运行环境为 Windows7(64bite),

Intel(R)Core(TM)i3飊2330M CPU@2灡20GHZ,

RAM:4G.
暋暋考虑如下两类测试问题:(1)随机二次半定规划

问题;矩阵Ai,Hj,C都是随机生成的对阵矩阵,初始

点 (X,y,Z)的选取需在FFP,FFD 内.记该类测试问题

为RP.(2)最近相关矩阵 Nearestcorrelationmatrix
(简记为 NCM)问题[16飊17].

暋暋 min1
2暚X-G暚2

暋暋s.t.暋diag(X)=e,

暋暋 X 暿Sn
+,

其中G 是对称正定阵,对角线上的元素为1,对角线

外的元素在-1到1之间.e是所有元素都为1的n维

向量.
暋暋NCM 问题具有广泛的应用,例如在市场营销以

及经济学方面.但是遗憾的是,由于缺乏数据等信息,
不能得到一个完整的矩阵G,即矩阵G的一些元素是

未知的.于是通过求解 NCM 问题得到一个有效的、
且与G 最近的相关矩阵.在数值测试中,取G 是随机

矩阵且G暶=(1-毩)B+毩E[18],其中毩暿 (0,1),E是

元素属于[-1,1]的随机对称阵,B 是具有指定特征

值的测试矩阵,在NCM问题的数值测试中取n=10,

20,30.
暋暋 利用对称 Kronecker积的矩阵形式

暋暋A 煪sB=1
2Q(A 煪B+B 煪A)QT.

将矩阵的对称 Kronecker积转化为矩阵的 Kroneck灢
er积计算,其中Q 的取法详见文献[1]附录.
暋暋 在数值测试中,取算法 A中的参数毮=0.3,毭=
0.3,终止准则是Zk·Xk 曑10-6.
暋暋测试的数值结果见表1(所有结果都是每个维数

测试10次,然后取平均值得到的),其中表中符号含

义如下:prob,测试问题的编号;n,矩阵X的维数;m,
不等式约束的个数;Itr,算法迭代次数;Nf,目标函

数值的计算次数;time(s),算法迭代所需 CPU 时

间(s).
表1暋数值结果

Table1暋Numericalresults

prob n m Itr Nf time(s)

RP 5 0 126 126 1.009955e+00
6 0 146 146 2.871151e+00

NCM 10 10 163 163 1.842785e+01
20 20 244 244 1.767764e+02
30 30 307 307 1.529803e+03

暋暋上述数值结果表明本文提出的基于 H..K..M
方向的路径跟踪算法是有效的,能在合理的时间内求

解中等规模的 NCM 问题.为进一步提高本文算法的

数值效果,我们将在后续的研究中深入探讨步长毩的

更有效的确定方法,即线搜索技术.
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