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线性比式和分式规划问题的分支定界算法*

ABranchandBoundAlgorithmfortheSumofLinear
RatiosProblem

申培萍,李丹华

SHENPeiping,LIDanhua

(河南师范大学数学与信息科学学院,河南新乡暋453007)
(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang,Henan,

453007,China)

摘要:针对线性比式和问题 (P)提出一种新的分支定界算法,并进行数值验证.该算法把问题转换成等价问题,

并利用线性松弛技术建立问题的松弛线性规划,从而将原始的非凸规划问题归结为一系列线性规划问题,通过

可行域的连续细分以及求解一系列线性松弛规划,得出的算法收敛到问题 (P)的全局最优解.数值算例结果表

明算法是可行有效的.
关键词:线性比式和暋全局优化暋线性松弛暋分支定界暋氊分法

中图分类号:O221.2暋暋文献标识码:A暋暋文章编号:1005灢9164(2016)05灢0392灢04

Abstract:Inthispaper,wepresentsanewbranchandboundalgorithmforgloballysolvingthe
sumoflinearratiosproblem,whichisverifiedbythenumericalexamples.Thealgorithmtrans灢
formtheproblemtoitsequivalentproblem,andestablisharelaxationallinearprogramming
problemofbyusingalinearrelaxationtechnique,thustheinitialnonconvexprogramming
problemisreducedtoasequenceoflinearprogrammingproblems.Theproposedalgorithmis
convergenttotheglobalminimumof(P)throughthesuccessiverefinementofthefeasiblere灢
gionandsolutionsofaseriesofrelaxationlinearprogramming,andfinallynumericalexamples
aregiventoillustratethefeasibilityandeffectivenessoftheproposedalgorithm.
Keywords:sumoflinearratios,globaloptimization,linearrelaxation,branchandbound,氊divi灢
sion

0暋引言

暋暋暰研究意义暱线性比式和优化问题在运输计划,政
府规划及经济投资等领域有着重要的作用[1].考虑如

下线性比式和问题:

暋暋 (P):
minf(x)=暺

p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

s.t.暋Ax 曑b,

暋暋x暿X0={x暿Rn
+:l0 曑x曑u0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï },

其中A暿Rm暳n,b暿Rm,ci,di暿Rn,毩i,毭i暿R,d澬
ix+

毭i >0,且毭i 曎0,i=1,2,…,p,可行域D={x暿X0

旤Ax 曑b}非空.问题(P)的目标函数既非拟凸也非

拟凹,在理论和计算方面具有很大的挑战性,因此对

问题(P)的求解方法的研究既有理论意义又有实用

价值.暰前人研究进展暱近年来问题(P)已引起许多研

究者的关注[1飊5],目前人们针对线性比式和问题的研

究大多都要求目标函数的分子分母在可行域内非负.
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暰本研究切入点暱本文考虑的问题模型仅要求d澬
ix+

毭i>0,且毭i曎0.暰拟解决的关键问题暱采用新的分支

定界技术,从理论上证明了算法的收敛性,且用数值

算例验证算法是可行的.

1暋 预备知识

暋暋 为 了 求 解 问 题 (P),引 入 p 个 向 量 yi =
x

d澬
ix+毭i

,i=1,2,…,p.根据Sherman飊Morrison定

理可得,x= 毭iyi

1-d澬
iyi

,i=1,2,…,p.于是,问题(P)

可转化为如下等价问题:

暋暋(煄P):

min暋暺
p

i=1

(ci-毩idi

毭i
)澬yi+毩i

毭i

s.t.暋Ax 曑b,

yi= x
d澬

ix+毭i
,i=1,2,…,p,

x暿X0=[l0,u0]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

暋暋 命题1暋 若(x* ,y* )是(煄P)的最优解,则x* 是

(P)的最优解,反之,若x* 是(P)的最优解,则(x* ,

y* )是问题(煄P)的最优解,其中,y* =(y*
1 ,y*

2 ,…,

y*
p ),y*

i = x*

d澬
ix* +毭i

,i=1,2,…,p.且问题(P)和

(煄P)的最优值相等.
暋暋 由问题(P)和问题(煄P)的定义易得命题1成立.
暋暋 令X=[l,u]表示初始盒子X0,或者由算法产生

的X0 的子盒子.下面考虑如何在子盒子X 上求解问

题(煄P),为此,需要构造煄P(X)的线性松弛规划问题,
其最优值能作为煄P(X)的最优值的一个下界.为了方

便,令毼i=ci-毩idi

毭i
,氂i=毩i

毭i
,i暿I={1,2,…,p},去掉

问题煄P(X)中p个等式约束,可得其松弛问题:

暋暋Q(X):

min暋g(y)=暺
p

i=1
毼

澬
iyi+氂i

s.t.暋 (A+bd澬
i

毭i
)yi 曑 b

毭i
,i暿I,

-(ld
澬
i

毭i
+I)yi 曑-l

毭i
,i暿I,

(ud
澬
i

毭i
+I)yi 曑 u

毭i
,i暿I,

l
si

曑yi 曑 u
ti

,i暿I

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

其 中,si = 暺
n

j=1,dij>0
dijuj + 暺

n

j=1,dij<0
dijlj + 毭i,ti =

暺
n

j=1,dij>0
dijlj+ 暺

n

j=1,dij<0
dijuj+毭i.

暋暋 命题2暋(i)若x* 是问题P(X)的最优解,则问

题Q(X)有最优解焿y,且暺
p

i=1
毼

澬
i 焿yi+氂i 曑

暺
p

i=1

c澬
ix* +毩i

d澬
ix* +毭i

.(ii)若煄x1=…=煄xi=…=煄xp,其中,

煄xi= 毭i焿yi

1-d澬
i焿yi

,i=1,2,…,p,则每个 煄xi 均是问题

P(X)的最优解.

暋暋 证明 暋(i)令y*
i = x*

d澬
ix* +毭i

,i暿I,显然,y*

是问题Q(X)的可行解.设焿y是线性规划问题Q(X)

的最优解,则g(焿y)曑g(y* )=暺
p

i=1

c澬
ix* +毩i

d澬
ix* +毭i

,即(i)

成立.
暋暋(ii)显然每个煄xi 均是问题P(X)的可行解,所以

由(i),g(焿y)=暺
p

i=1

c澬
i煄xi+毩i

d澬
i

寛xi+毭i

曑 暺
p

i=1

c澬
ix* +毩i

d澬
ix* +毭i

,则当

煄x1=煄x2…=煄xp 时,每个煄xi 均是问题P(X)的最优解.
暋暋 由上述命题可知,若求得问题Q(X)的最优值

g(焿y),则其可作为问题P(X)的最优值的一个下界.

2暋 算法及其收敛性

暋暋 采用分支定界方法求解问题煄P(X),并利用问题

Q(X)进行定界,而分支过程采用如下氊 分割[6].设

y=(y1,y2,…,yp)是问题Q(X)的最优解,则xi =

毭iyi

1-d澬
iyi

(i=1,2,…,p),重心氊=1
p暺

p

i=1
xi 是问题

P(X)的可行解.由命题2,若x1=…=xp,则每个xi

是P(X)的最优解,否则,可用点氊分割盒子X=[l,

u],具体过程如下:

暋暋 令N={1,2,…,n},氀j=min{uj-氊j,氊j-lj},

j暿N,q暿argmax{氀j旤j暿N}.
这样X 就被分割成两个子盒子X1 =[l曚,u]和X2 =
[l,u曚],其中,

暋暋l曚=(l1,…,lq-1,氊q,lq+1,…,ln),

暋暋u曚=(u1,…,uq-1,氊q,uq+1,…,un).
令X1=X0,用上述分割方法将盒子X1 分割成X1

1 和

X1
2,在这两个子盒子上分别求解问题Q(X1

r),r=1,

2,其较小最优值所对应的盒子定义为X2,再对此盒

子进行分割.该过程依次进行下去就会得到一系列子

盒子Xk
r,k=1,2,…,r=1,2.

暋暋通过求解问题Q(Xk
r),可逐步改进原问题(P)的

最优值的上下界,最终确定(P)的全局最优解.假定

在算法的第k次迭代,Ek 表示由活动节点(可能存在

全局最优解的盒子)构成的集合.对每个节点 X̂ 暿
Ek,求得问题Q(̂X)的最优解,能得到问题(P)的对

应的若干可行解,再更新(P)的最优值的上界UBk.
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由于问题Q(̂X)的最优值LB(̂X)为原问题(P)最优

值的下界.若LB(̂X)>UBk,将节点X̂ 从Ek 中删除.
选定一个合适的活动节点,将其分成两部分,在每个

新的节点上求解问题,重复这一过程直到满足收敛条

件为止.具体算法步骤如下:

暋暋 步骤1暋 给定参数毢曒0,迭代次数k=1,活动节

点Ek={Xk},上界UBk=曓.
暋暋 求解问题Q(Xk)得最优解和最优值分别为yk 和

LB(Xk)=g(yk).令

暋暋xk
i = 毭iyk

i

1-d澬
iyk

i
,i=1,2,…,p.

若xk
1=…=xk

p,算法终止,xk
i,f(xk

i)(炐i暿I)分别是

原问题(P)的最优解和最优值,否则,执行步骤2.

暋暋 步骤 2暋 令 氊k = 1
p暺

p

i=1
xk

i,UBk = min{UBk,

f(xk
1),…,f(xk

p),f(氊k)},LBk=LB(Xk),选定xk 使

得UBk=f(xk).若UBk-LBk 曑毢,算法终止,xk 与

UBk 分别为原问题(P)的最优解和最优值,否则,执
行步骤3.
暋暋 步骤3暋 用氊分法将盒子Xk 分成两部分Xk

1 和

Xk
2,令Ek=Ek\{Xk}.

暋暋 步骤4暋 对于任意r暿 {1,2},若Xk
r 曎旾,求得

问题Q(Xk
r)的最优解yk

r,令LB(Xk
r)=g(yk

r).
暋暋 若 LB(Xk

r)曑UBk,令 Ek =Ek 暼 Xk
r,xk

ri =

毭iyk
ri

1-d澬
iyk

ri
,i = 1,2,…,p,氊k

r = 1
p暺

p

i=1
xk

ri,UBk =

min{UBk,f(xk
r1),…,f(xk

rp),f(氊k
r)}.选定xk 使得

UBk=f(xk).
暋暋 步 骤 5暋 令 Ek+1 =Ek 暼 {̂X 暿 Ek:UBk -
LB(̂X)曑毢}.若Ek+1=旾,算法终止,xk 与UBk 分别为

问题(P)的最优解和最优值.否则,k=k+1,令Xk=
argmin

X̂暿Ek
LB(̂X),返回步骤3.

暋暋 由上述算法可知,在迭代过程中至少会产生一

个嵌套的盒子序列,不妨仍记为{Xk},那么每个盒子

的上下界及分割点氊k 所产生的序列{lk},{氊k},{uk}
满足如下条件:

暋暋lk 曑lk+1 曑氊k+1 曑uk+1 曑uk,k=1,2,…. (1)
其中[l1,u1]=[l0,u0],氊k

qk 暿 {lk+1
qk ,uk+1

qk }.
暋暋 引理1暋(i)序列{lk},{uk}满足:lim

k曻 +曓
lk =焵l,

lim
k曻+曓

uk =焻u,且l1 曑焵l曑焻u曑u1.(ii)序列{氊k}的任意

聚点焻氊均是盒子[焵l,焻u]的拐点.(iii)设{氊ks}是收敛于
焻氊的一个子序列,那么lim

s曻+曓
xksi =焻氊,i暿I.

暋暋 证明 暋(i)由(1)式知,对任意j暿N,序列{lk
j},

{uk
j}单调有界,所以k趋于无穷大时它们分别收敛于

焵lj,焻uj,且满足l1
j 曑焵lj 曑 焻uj 曑u1

j,由j的任意性可

证(i).
暋暋(ii)序列{氊k}暿 [l1,u1],则该序列至少存在一

个聚点焻氊,设{氊ks}是收敛于焻氊的一个子列.对于无穷

大的s,存在t暿N 使得qks=t,且氊kst 暿 {lks+1
t ,uks+1

t },
故

暋暋氊kst 曻焻氊t 暿 {焵lt,焻ut}.
而由氀j 及q的定义知,

暋暋min{ukst -氊kst ,氊kst -lkst }曒 min{uks
j -氊ks

j ,氊ks
j -

lks
j },j暿N.
暋暋 显然,s曻+曓 时上述不等式左边趋于0,故右边

也趋于0,即焻氊 是盒子[焵l,焻u]的拐点.(iii)由(ii)知,
焻氊j 暿{焵lj,焻uj},j暿N.而对任意的i暿I,xksij 暿 [lksj ,

uksj ],有

暋暋氊ks
j -lks

j =1
p暺

p

i=1

(xks
ij -lks

j )曒 1
p

(xks
ij -lks

j )曒0.

则焻氊j=焵lj 时,lim
s曻+曓

xks
ij =lim

s曻+曓
lks

j =焻氊j.

暋暋 同理,焻氊j =焻uj 时,lim
s曻+曓

xks
ij =lim

s曻+曓
uks

j =焻氊j.所以,

lim
s曻+曓

xksi =焻氊,i暿I.证毕.

暋暋定理1暋(i)参数毢=0,则算法有限步终止于问题

(P)的最优解xk,或者产生一个无穷序列{xk},其任

一聚点都是问题(P)的最优解.(ii)若毢>0,则算法

有限步终止,并得到问题(P)的一个近似解xk,且

满足

暋暋UBk=暺
p

i=1

c澬
ixk+毩i

d澬
ixk+毭i

曑 暺
p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

+毢,

炐x暿D.
暋暋 证明 暋(i)若算法经过k次迭代终止,结论显然

成立;否则,由算法可知,

暋暋LB(Xk)<UBk 曑 暺
p

i=1

c澬
i氊k+毩i

d澬
i氊k+毭i

. (2)

因为序列{UBk}单调递减且有下界,故存在极限UB,

且{UBk}的任意子列{UBks
}收敛于UB.令焻氊是{氊k}

的任意聚点,{氊ks}是{氊k}的收敛于焻氊的子列,则由引

理1中的(iii)可知,s曻+曓 时,

暋暋LB(Xks)=g(yks)=暺
p

i=1

c澬
ixksi +毩i

d澬
ixksi +毭i

曻

暺
p

i=1

c澬
i焻氊+毩i

d澬
i焻氊+毭i

.

又因为暺
p

i=1

c澬
i氊ks +毩i

d澬
i氊ks +毭i

曻 暺
p

i=1

c澬
i焻氊+毩i

d澬
i焻氊+毭i

(s曻+曓),由

(2)式可知UBks 曻 暺
p

i=1

c澬
i焻氊+毩i

d澬
i焻氊+毭i

(s曻+ 曓),则暺
p

i=1

c澬
i焻氊+毩i

d澬
i焻氊+毭i

=UB.所以LB(Xks),暺
p

i=1

c澬
i氊ks +毩i

d澬
i氊ks +毭i

收敛
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到UB.假设存在x曚 暿D 满足

暋暋暺
p

i=1

c澬
ix曚 +毩i

d澬
ix曚 +毭i

<UB. (3)

对于任意s,在第ks 次迭代可行解x曚 属于某个盒子

X̂ 暿Eks
,而由Xks 的选取可知

暋暋LB(Xks)曑LB(̂X)曑 暺
p

i=1

c澬
ix曚 +毩i

d澬
ix曚 +毭i

,

则有

暋暋UB 曑 暺
p

i=1

c澬
ix曚 +毩i

d澬
ix曚 +毭i

.

这与(3)式矛盾,故假设不成立.即有

暋暋UB 曑 暺
p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

,炐x暿D.

因为D 是紧集,故序列{xk}的任意聚点煀x 暿D.设
{xkt}是收敛于煀x的子列,则

暋暋 lim
t曻 +曓

UBkt=lim
t曻+曓暺

p

i=1

c澬
ixkt +毩i

d澬
ixkt +毭i

=暺
p

i=1

c澬
i煀x+毩i

d澬
i煀x+毭i

,

即

暋暋UB=暺
p

i=1

c澬
i煀x+毩i

d澬
i煀x+毭i

.

那么对 炐x暿D,有

暋暋 暺
p

i=1

c澬
i煀x+毩i

d澬
i煀x+毭i

曑 暺
p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

.

所以,煀x是(P)的最优解.
暋暋(ii)由(i)可知,lim

s曻+曓
UBks =lim

s曻 +曓
LB(Xks),根据

极限的定义知,一定存在焵s,不妨设k=k焵s,满足

暋暋UBk-LB(Xk)曑毢,
所以,对任意x暿D,有

暋暋UBk-暺
p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

曑UBk-LB(Xk)曑毢.

即有UBk 曑 暺
p

i=1

c澬
ix+毩i

d澬
ix+毭i

+毢,炐x暿D.证毕.

3暋数值实验

暋暋为验证算法的可行性,在 AMD A8CPU(主频

1.9GHz)4GB内存的微机上用 Matlab(2012b)进行

数值计算.
暋暋例1[2]

暋暋maxa1(x)
b1(x)+a2(x)

b2(x)+a3(x)
b3(x)+a4(x)

b4(x)
暋暋s.t.暋2x1+x2+5x3 曑10,

x1+6x2+3x3 曑10,
5x1+9x2+2x3 曑10,
9x1+7x2+3x3 曑10,
x1,x2,x3 曒0.

其中,a1(x)=4x1+3x2+3x3+50,a2(x)=3x1+
4x2+50,a3(x)=x1+2x2+5x3+50,a4(x)=x1+
2x2+4x3+50,b1(x)=3x2+3x3+50,b2(x)=
4x1+4x2+5x3+50,b3(x)=x1+5x2+5x3+50,
b4(x)=5x2+4x3+50.

暋暋 取毢=1e-9,得计算结果:运行时间0.8120s,最
优值为4.0907,最优解为(1.1111,0.0000,0灡0000),
迭代次数为29.
暋暋 例2[1]

暋暋maxa1(x)
b1(x)-a2(x)

b2(x)-a3(x)
b3(x)-a4(x)

b4(x)

暋暋s.t.暋6x1+3x2+3x3 曑10,

10x1+3x2+8x3 曑10,

x1,x2,x3 曒0.
其中,a1(x)=3x1+4x2+50,a2(x)=3x1+5x2+
3x3 +50,a3(x)=x1+2x2+4x3+50,a4(x)=4x1+
3x2 +3x3 +50,b1(x)=3x1 +5x2 +4x3 +50,

b2(x)=5x1+5x2+4x3+50,b3(x)=5x2+4x3+50,

b4(x)=3x2+3x3+50.
暋暋 取毢=1e-6,得计算:运行时间0.8580s,最优值

为-1.9,最优解为(0.0000,3.3333,0.0000),迭代次

数为32.
暋暋数据结果表明,本文算法是可行的.

4暋结论

暋暋本文提出一种新的分支定界算法求解线性比式

和问题 (P),先把问题(P)转换成等价问题煄P,再利

线性松弛技术建立(煄P)的线性松弛规划,最后证明了

算法的收剑性,并用数值算例验证其有效性.
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