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具有体液免疫反应的传染病模型稳定性分析*

StabilityAnalysisofanInfectionModelwithHumoral
Immunity
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(山西大同大学数学与计算机科学学院,山西大同暋037009)
(SchoolofMathematicsandComputerScience,DatongUniversity,Datong,Shanxi,037009,

China)

摘要:建立考虑潜伏感染细胞并具有体液免疫反应的传染病模型,讨论其解的非负性和有界性,得到确定模型动

力学性态的基本再生数,再通过构造适当的Lyapunov泛函,并利用 LaSalle不变原理证明模型无病平衡点的全

局渐近稳定性.
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Abstract:Inthispaper,webuiltavirusdynamicsmodelwithhumoralimmuneresponseinclu灢
dinglatentlyinfectedcells,andthendiscussedthenonnegativityandboundednessofthesolu灢
tion.Thebasicreproductionnumberwasobtained,whichdeterminedthedynamicalbehaviors
oftheinfectionmodel.ByconstructingsuitableLyapunovfunctionsandapplyingLaSalle暞sin灢
varianceprincipleweprovedthattheinfection飊freeequilibriumwasgloballyasymptoticallysta灢
ble.
Keywords:virusinfection,globalstability,immuneresponse,Lyapunovfunction

0暋引言

暋暋近年来,越来越多的学者利用数学模型分析宿主

细胞和病毒之间的相互作用,研究过的病毒有人类

免疫缺陷病毒(HIV),乙肝病毒(HBV),丙肝病毒

(HCV),SEIR 传染病毒等[1飊7].为了描述易感染细

胞,感染细胞以及乙肝病毒颗粒之间的关系,建立了

如下基本的病毒动力学模型:

暋暋

dx
dt=毸-ax-毬xz,

dy
dt=毬xz-by,

dv
dt=cy-dv
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(1)

然而要建立更精确的病毒感染数学模型,必须考虑免

疫反应.免疫系统中对病毒感染有影响的两个主要反

应是细胞免疫和体液免疫.细胞免疫中细胞毒性 T
淋巴细胞在病毒防御中起着关键的作用,因为细胞

毒性 T淋巴细胞可以攻击并杀死被感染细胞.而体

液免疫是基于B细胞产生的抗体攻击并杀死被感染

细胞.在一些病毒感染中,比如疟疾,细胞免疫比体液

免疫的效果差[8飊10].Muras等[9]已经建立了体液免疫

的基本动力学模型:
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暋暋

dx
dt=毸-dx-毬xv,

dy
dt=毬xv-by,

dv
dt=ky-uv-rzv,

dz
dt=gzv-毺z
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(2)

其中x,y,v分别表示易感染细胞,受感染细胞以及

游离病毒颗粒的数量,z表示B细胞的数量.未感染

细胞以常速率毸产生,死亡速率dx ,细胞被感染的速

率为毬xv,受感染的细胞死亡率为by .游离病毒颗

粒从受感染的细胞中产生的速率为ky,死亡率为

uv,同时被抗体作用移除体内的速率为rzv .B细胞

被激活的速率为gzv,死亡率为毺z.所有系数为正.
暋暋但是系统(2)并未考虑潜伏的感染细胞(细胞的

感染率以双线性函数毬xv 的形式给出).2009年,

GangHuang等[11]建立具有 Bsddington飊DeAngelis
型功能性反应函数的病毒动力学模型,用更具一般形

式的功能性反应函数 毬xv
1+毭x+毩v

代替模型(2)中双

线性函数毬xv.从生物学的角度来看,该模型更能描

述病毒与正常细胞之间的动态演化作用.然而文献

[10]未考虑潜伏的感染细胞和体液免疫反应.文献

[12]在文献[11]的基础上,建立考虑潜伏感染细胞并

具有Bsddington飊DeAngelis型功能性反应函数的病

毒动力学模型,但未考虑体液免疫反应。本文在文献

[8飊12]的启发下,建立具有Bsddington飊DeAngelis型

功能性反应函数传染病模型,既考虑体液免疫反应又

考虑潜伏的感染细胞,模型如下:

暋暋

dx
dt=毸-dx- 毬xv

1+毭x+毩v
,

dw
dt=

(1-q)毬xv
1+毭x+毩v-(e+毮)w,

dy
dt= q毬xv

1+毭x+毩v+毮w-by,

dv
dt=ky-uv-rzv,

dz
dt=gzv-毺z
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(3)

其中毭和毩是正常数,w 和y分别表示潜伏的感染细

胞和活动性感染细胞的浓度.潜伏感染细胞死亡的速

率ew,转化为活动性感染细胞的速率毮w.1-q和

q(0<q<1)分别表示受病毒感染的细胞中变成潜伏

细胞或活动细胞的概率,其他变量与系统(2)有相同

的含义.

1暋模型基本性质

暋暋系统(3)的所有解都非负有界.解的非负性从生

物学意义上讲显然成立,只需证明其有界性.
暋暋定理1暋系统(3)的所有解x(t),w(t),y(t),

v(t),z(t)都是非负且有界的,即存在 Mi >0,i=1,

2,3使得0曑x(t),w(t),y(t)曑M1,0曑v(t)曑M2,

0曑z(t)曑M3 成立.
暋暋证明暋设X1(t)=x(t)+w(t)+y(t),则有

暋暋 dX1(t)
dt =毸-dx(t)-ew(t)-by(t)<毸-

s1X1(t).
这里s1 = min {d,b,e}.因 此,对 充 分 大 的t,有

X1(t)<M1+毰(毰为任意小的正数),其中M1=毸
s1

.

所以0曑x(t),w(t),y(t)曑M1.

暋暋另一方面,设X2(t)=v(t)+r
g
z(t),则有

暋暋 dX2(t)
dt =ky(t)-uv(t)-r毺

g
z(t)曑kM1 -

s2 v(t)+r
g
z(tæ

è
ç

ö

ø
÷)=kM1-s2X2(t).

这里s2 = min {u,毺}.因 此,对 充 分 大 的t,有

X2(t)<M2+毰(毰为任意小的正数),其中M2=kM1

s2
.

所以0曑v(t)曑M2,0曑z(t)曑M3,其中M3=gM2

r .

2暋 模型无病平衡点的稳定性

暋暋 为方便,引入函数 H:(0,曓)曻 [0,曓),定义为

H(s)=s-1-lns.基本再生数 R0 定义为 R0 =
k毬x0(eq+毮)

bu(e+毮)(1+毭x0)
,其中x0=毸

d.

暋暋定理2暋当R0 曑1时,系统(3)的无病平衡点

E0=(毸
d

,0,0,0,0)是全局渐近稳定的.

暋暋证明暋构造Lyapunov函数:

暋暋W0 = x0

1+毭x0
H(x

x0
)+ 毮

eq+毮w + e+毮
eq+毮y +

b(e+毮)
k(eq+毮)v+ br(e+毮)

kg(eq+毮)z.

结合系统(3)有

暋暋dW0

dt = 1
1+毭x0

(1-x0

x
)(毸-dx-

毬xv
1+毭x+毩v

)+ 毮
eq+毮

((1-q)毬xv
1+毭x+毩v-(e+

毮)w)+e+毮
eq+毮

( q毬xv
1+毭x+毩v+毮w-by)+
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b(e+毮)
k(eq+毮)(ky-uv-rzv)+ br(e+毮)

kg(eq+毮)(gzv-

毺z)=-d
(x-x0)2

x(1+毭x0)- 毬xv
(1+毭x0)(1+毭x+毩v)+

毬x0v
(1+毭x0)(1+毭x+毩v)+ 毬xv

1+毭x+毩v-

bu(e+毮)
k(eq+毮)v - br毺(e+毮)

kg(eq+毮)z =- d
(x-x0)2

x(1+毭x0)+

毬x0v(1+毭x)
(1+毭x0)(1+毭x+毩v)-bu(e+毮)

k(eq+毮)v-

br毺(e+毮)
kg(eq+毮)z=-d

(x-x0)2
x(1+毭x0)-bu(e+毮)

k(eq+毮)·

毩v2R0

1+毭x+毩v+bu(e+毮)
k(eq+毮)(R0-1)v-br毺(e+毮)

kg(eq+毮)z.

(4)

因此,当R0 曑1时,对任意的x,v,z>0有dW0

dt 曑0

成立.又易知系统(3)的解收敛于一个集合殻,其中殻

是 dW0

dt 曑{ }0 的最大不变子集.同时由(4)式知,

dW0

dt =0当且仅当x=x0,v=0,z=0成立.注意到,对

殻中的任何元素,如果v=z=0,就有dv
dt=0.又由系统

(3)的第4个方程知,0=dv
dt=ky ,因此y=0.此外,

由系统(3)的第3个方程知w=0.因此,dW0

dt =0当

且仅当x=x0,y=0,v=0,z=0成立.故由时滞微分

方程的LaSalle不变原理知,无病平衡点E0=(毸
d

,0,

0,0,0)是全局渐近稳定的.

3暋结论

暋暋本文讨论了一类考虑潜伏感染细胞的具有体液

免疫反应的传染病模型,该模型描述了未受感染的靶

细胞,潜伏感染的细胞,活动性感染的细胞,自由的病

毒颗粒与B细胞之间的相互作用.利用Lyapunov函

数和LaSalle不变原理,证明了当基本再生数R0 曑1
时,模型无病平衡点全局渐近稳定.
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