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摘要：【目的】进一步探索材料裂纹扩展分叉的机理。【方法】采用晶体相场模型研究平面应力作用下材料裂纹扩
展的动态演化过程，分析裂纹扩展过程体系自由能Ｇ 、裂纹面积分数 Ｓ 、裂口周长 Ｌ 的变化特征；分别从 Ｇ、Ｓ、Ｌ
的变化阐述裂纹扩展以及三者与裂纹扩展临界应变εｃ的对应关系；探讨裂口扩展和主裂纹分叉与体系能量Ｇ的
内在关联。【结果】无应力施加时期，裂纹面积分数 Ｓ 和裂口周长Ｌ 没有变化；施加拉伸应力后，当系统应变达到
一定程度时，Ｓ 和Ｌ 开始同时增加，此时的应变大小对应于裂纹启裂临界应变εｃ 值。【结论】应力施加导致材料
中心裂口处应力集中，体系能量上升，系统能量曲线一阶导数的拐点对应于中心裂纹启裂时刻或临界应变。自
由能曲线一阶导数拐点处能量上升速率变缓，表明此时弹性应变能得到释放。
关键词：晶体相场模型 临界应变 弹性应变能 裂纹扩展
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０ 引言

  【研究意义】工程材料对外加载荷作用下裂纹扩
展的敏感性研究是工程应用中的重要课题。工程术
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语“疲劳”通常指应力作用引起材料性能发生变化的
现象，特别是当这些变化导致材料开裂或失效的时
候，而疲劳裂纹扩展则是材料局部塑性损伤累积的过
程［１］。由材料加工而成的部件在往复载荷作用下，一
般都会发生疲劳破坏。随着人们对复合材料组织结
构的深入研究，材料内部微裂纹行为的研究也越来越
受到关注［２］。材料在介观和宏观尺度上的性能在很
大程度上由其内部的微观缺陷，如空位、空洞、位错、
晶界和微裂纹所决定。这些缺陷起因于原子尺度发
生的复杂非平衡动力学过程［３］。【前人研究进展】相
场方法［４］是研究微观结构演化的数值计算方法［５，６］。
传统的相场方法［７～９］是建立在平衡均匀场基础上，忽
略许多由原子的周期排列结构产生的物理特征，难以
反映晶体学结构特性以及原子尺度的行为信息。因
而，无法从根本上阐明微观组织演化过程中原子尺度
上的动力学机理。最近，Ｅｌｄｅｒ等［３，４，１０］基于密度泛函

理论提出晶体相场（Ｐｈａｓｅ-ｆｉｅｌｄ-ｃｒｙｓｔａｌ，ＰＦＣ）模型。
该模型将液态的密度场定义为常量，将固相的密度场
表示成周期性函数（波），进而通过周期性的原子密度
场就能很自然地与弹性效应、晶粒取向和位错的运动
等由周期结构产生的物理特性紧密地关联起来［１ １］。

ＰＦＣ模型既可以描述晶体学结构特性以及原子尺度
的行为，又可以揭示时间尺度为 １０－６秒量级的原子、
缺陷运动的行为特征［２，１２，１３］。可以预见，ＰＦＣ方法在
今后的微结构演化的研究中将展示其强大的优势，为
研究原子尺度组织结构的 １０－６秒量级的行为特征提

供先进和强有力的帮助［１４］。目前，ＰＦＣ 方法已经有
了一些具体的应用，例如位错滑移、攀移和湮灭［１５］、
结构转变［１ ６］、异质外延生长［１７，１８］等研究。ＰＦＣ 方法
最新的研究集中于将加工变形的外界作用因素加入

ＰＦＣ模型中，建立形变和位错动力学的 ＰＦＣ模型，用
于断裂、蠕变等行为和性能的机理研究，例如 Ｅｌｄｅｒ
等［１ ９］应用 ＰＦＣ 方法在单轴拉伸条件下对裂纹扩展
进行了初步模拟，高英俊等［９，１４，１ ６］应用 ＰＦＣ 方法对
微裂纹扩展和连通进行了研究。【本研究切入点】目
前，材料微裂纹扩展的研究主要针对那些已经发生畸
变的材料内部裂纹的自扩展行为［２０］，但是，材料在受
到外部载荷累积应变作用下的疲劳裂纹扩展行为以

及裂纹分叉还鲜有报道［２１，２２］。【拟解决的关键问题】
采用双轴拉伸模型，应用 ＰＦＣ 方法模拟研究材料受
到外部应变作用下其内部微裂纹扩展分叉演化的过

程，以期揭示材料裂纹扩展分叉的机理。

１ 模型与方法

１．１ ＰＦＣ模型

  ＰＦＣ 模型的自由能密度函数是通过对原子密度
场变量取极小值得到的。体系无量纲的 ＰＦＣ自由能
函数［３］可以写成

  Ｆ ＝∫ρ
２ γ＋

（１＋▽ ２）［ ］２ ρ＋ρ
４｛ ｝４ ｄｒ， （１）

式中，γ 是反映体系温度的参数，▽ ２ 为 Ｌａｐｌａｃｅ
算子。

  对二维体系的极小自由能函数作单模近似，得到
平衡时二维三角格子固相的原子密度函数［３］

ρ，可写
成如下形式

  ρ ｘ，（ ）ｙ ＝

Ａ ０ ｃｏｓ ｑ（ ）ｘ ｃｏｓ （ｑｙ
槡３
）－ １

２ ｃｏｓ
（２ｑｙ
槡３［ ］）＋ρ０， （２）

式中Ａ ０＝ ４
５
（ρ０＋ １

３ － １５γ－ ３６ρ
２槡 ｃ ，ｑ＝槡３／２。ｑ 为

波数，Ａ ０ 为振幅，ρ０ 为平均原子密度。
１．２ 动力学方程

  保守的原子密度场变量的演化可用与时间相关
的 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ动力学方程［４］描述：

  ρｔ ＝
▽２δＦ
δρ

＋ζ＝▽
２ γρ＋ρ

３ ＋（１＋▽ ２）２［ ］ρ ＋ζ，

（３）
式中，ζ为高斯随机噪声项，具有零平均值，在本文中
可以不予考虑。
  为了提高计算效率，对式（３）采用半隐式傅里叶
法［２０，２３］求解，整理可得

  ~ρｋ，ｔ＋Δｔ ＝
~ρｋ，ｔ －ｋ ２Δｔ（~ρ

３
ｋ，ｔ）

１＋ｋ ２Δｔ［ｒ ＋（１－ｋ ２）２］
， （４）

式中，~ρｋ，ｔ＋Δｔ 和~ρｋ，ｔ 分别为 ｔ ＋Δｔ 和 ｔ 时原子密度ρ在
傅里叶空间的变换形式。
１．３ 样品制备

  在晶体相场模型中，对二维体系极小自由能函数
作单模近似，可以获得平衡液相 Ｌ、三角相 Ｔ、条状相

Ｓ在二维系统中的自由能密度［２０］，再利用公切线法
则可以将平衡态的成分点绘制成相图［４］（图 １ ）。文
中固相用三角晶相表示，选取原子密度ρ０ ＝０．４９、温
度γ＝－１．０（图 １ 中 Ｍ点），位于均匀无序相与三角
格子固相共存区。对单晶样品微裂纹扩展进行模拟
实验时，计算模拟区域为 ５１２Δｘ × ５１２Δｙ （６４ａ× ６４
ａ），其中 ａ 为原子的宽度，Δｘ ＝Δｙ ＝π／３，其原子的
排列方向与 ｘ 轴夹角θ为 ８°。在样品中心位置，设置
一个半径 Ｒ ＝８ 的圆形缺口作为初始裂口位置，缺口
处的参数设为ρ＝１．４，γ＝－１．０（图 １ 中 Ｎ 点），选取
该点参数适合裂纹在三角晶相中扩展。由于不涉及
具体材料的物性参数，模拟所用参数均已无量纲化处
理，并将连续空间离散为正方格子，计算时采用周期

００５ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２２ Ｎｏ.５，Ｏｃｔｏｂｅｒ ２０１５



性边界条件［２４］。利用式（２）得到一个含有裂口的初
始样品，并采用弛豫的方法使系统能量达到稳定状
态［２５，２６］，样品弛豫时间步长为 １００００ 步，最终得到的
初始样品如图 ２ ａ所示，其能量变化曲线如图 ２ ｂ 所
示，可以看出初始样品在弛豫之后能量达到稳定
平衡。

Ｌ，Ｔ，Ｓ分别表示液相，三角相，条状相
  Ｌ，Ｔ ａｎｄ Ｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｌｉｑｕｉｄ ｐｈａｓｅ，ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｈａｓｅ ａｎｄ
ｓｔｒｉｐ ｐｈａｓｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图 １ 单模近似得到的二维相图
  Ｆｉｇ．１ Ｔｗｏ-ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕ-
ｓｉｎｇ ｏｎｅ-ｍｏｄｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

  图 ２ 初始样品二维图（ａ），弛豫过程的体系自由能曲线
（ｂ）及应变的施加（ｃ）
  Ｆｉｇ．２  Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓａｍｐｌｅ ｆｉｇｕｒｅ（ａ），ｔｈｅ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｆｒｅｅ ｅｎｅｒｇｙ ｃｕｒｖｅ（ｂ）ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ａｐｐｌｉｅｄ
（ｃ）

１．４ 应变的施加

  对样品采用双轴拉伸加载，在受到拉伸作用后，
样品中所有格点的坐标位置都会发生相应的变

化［２０］。因此，可通过格点的坐标位置变换来反映应
变作用所引起的样品变形。设变形前的样品中格点
位置的坐标用（ｘ，ｙ ）表示，受拉伸作用引起变形后，
格点位置的坐标用（ｘ′，ｙ′）表示。样品在 ｘ 方向和 ｙ
方向分别受到随时间累加的应变εｘ 和εｙ 的拉伸作

用，其中εｘ＝ｎ*ε*Δｔ，εｙ ＝ｎ*ε*Δｔ，ε表示应变率。
变形前后坐标变换关系为 ｘ′ ＝ｘ／（１ ＋εｘ）和 ｙ′ ＝
ｙ／（１＋εｙ）。由于应变作用引起样品变形，其内部原
子密度函数变为ρ（ｘ

′，ｙ′）＝ρ（ｘ／（１ ＋εｘ），ｙ／（１ ＋
εｙ））。因此，在考虑应变作用引起变形的情况下，原
子密度函数表达式（２）将变换为ρ（ｘ

′，ｙ′），体系的能
量也随之发生相应的变化，但控制演化的动力学方程
的形式保持不变。将样品变形后的原子密度ρ（ｘ

′，

ｙ′）代入动力学方程（３），按照数值化计算步骤进行
数值求解，然后进行可视化处理，即可得到裂纹扩展
的演化细节图。其中，时间步长Δｔ ＝ ０．０５，应变率
εｘ ＝εｙ ＝ε＝６× １０－６ ，模拟时间为 ｎ ＝６０００００ 步。

２ 模拟结果与分析

  图 ３ 为双轴同步拉伸后得到的裂纹扩展分叉演
化图，可以看出裂纹扩展首先发生在中心裂口处［２７］。
为了进一步说明应变施加过程中裂口处的应力集中

情况，现选取有裂口和无裂口的两个 ５０×５０ 格点等
面积区域Ⅰ和Ⅱ（图 ４ ａ 所示）进行能量统计，得到自
由能曲线如图 ４ｂ 所示。其中Ⅱ曲线代表中心裂口区
域自由能变化曲线，Ⅰ曲线代表非裂口区域自由能变
化曲线。随着时间的演化，中心裂口处能量集中程度
明显高于非裂口区域。这表明应变施加导致体系能
量在裂口处集中，当能量集中到临界值，裂口周围的
原子排列遭到破坏，导致裂纹的萌生和扩展。中心裂
口处裂纹萌生和扩展可以分为两个阶段：裂口扩展和
主裂纹分叉。裂口扩展（图 ３ ｂ 中①虚线框处）分 ４

图 ３ 双轴拉伸裂纹扩展演化

  Ｆｉｇ．３ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｃｒａｃｋ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ（ａ）３×

１０５ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ，（ｂ）６×１０５ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ
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条裂纹支路，形成主裂纹，４ 条主裂纹发生分叉（图 ３ｂ
中②虚线框处），产生两条新的裂纹分支。

图 ４ 晶体不同区域（ａ）及其自由能曲线（ｂ）

Ｆｉｇ．４ Ｆｒｅｅ ｅｎｅｒｇｙ ｃｕｒｖｅ（ｂ）ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｒｅａ （ａ）ｉｎ ｃｒｙｓｔａｌ

  图 ５ａ～ ｉ 为双轴拉伸得到的裂纹扩展演化图。
由图 ５ ａ～ｄ 可见双轴应变施加初期，晶体中心裂口
并没有裂纹扩展，直到应力施加到 Ｅ 点（图 ６，ｔ ＝
３０００００），裂口才开始多裂纹扩展；当主裂纹扩展到

Ｈ 点（图 ６，ｔ ＝５０００００）时开始出现分叉，最终形成
“蟹”形裂纹图案。

  晶体裂纹扩展分叉过程体系的自由能变化如图

６ 所示，对应体系自由能拟合曲线的函数形式如下：

  Ｆ（ε）＝－ ４．９ε３ ＋ １．３ε２ － ０．０４５ε＋ ０．００１，ε＝
０ ～０．２，
式中ε代表应变大小。

  由体系自由能变化曲线可以看出，在双轴应变施
加过程中，系统自由能经历了一个较大的上升过程，
此过程在外加载荷作用下，中心裂口处形成应力集中
使得体系自由能上升，而此时的应力集中程度还不足
以提供产生新表面所需的能量，中心裂纹不会扩
展［２８］。当系统自由能上升到拐点时（Ｅ 点，ε＝
０.０９），裂口开始扩展。当应变ε达到（Ｈ 点，ε＝
０.１５）时，自由能曲线开始下降，于是出现了主裂纹开
始分叉，裂纹迅速发展，体系的自由能迅速下降。表
明此时由于裂纹扩展过程体系释放的能量已经超过

  （ａ）ｔ ＝１０００００，（ｂ）ｔ ＝１５００００，（ｃ）ｔ ＝２０００００，（ｄ）ｔ ＝

２５００００，（ｅ）ｔ ＝３０００００，（ｆ）ｔ ＝４０００００，（ｇ）ｔ ＝４５００００，（ｈ）ｔ

＝５０００００，（ｉ）ｔ ＝５５００００
图 ５ 双轴拉伸裂纹扩展演化

Ｆｉｇ．５ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｃｒａｃｋ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ

图 ６ 裂纹演化过程体系自由能变化曲线

Ｆｉｇ．６ Ｆｒｅｅ ｅｎｅｒｇｙ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ｃｒａｃｋ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

了由于应变施加增加的能量。

  裂纹面积分数反映裂纹在二维平面中所占有的
面积比例，是随时间步长变化的参数。初始样品在平
面拉伸应力作用下，裂纹面积分数的变化能够反映中
心裂纹扩展演化的过程。从图 ７ 可以看出，在应变ε
还未达到 ０．０９ 时，裂纹面积分数 Ｓ 基本保持不变，此
时所对应的面积分数为预置的中心裂口面积。当ε
超过 ０．０９ 时，随着时间步长的增加，裂纹面积大小开
始增加，Ｅ～Ｉ阶段的裂纹面积分数不断增加，从裂纹
演化图 ５ 中对应的裂纹扩展可以看出，此阶段中心
裂纹已经开始扩展，裂纹面积分数越来越大。图 ７ａ
表示裂纹面积分数与应变大小变化的曲线关系。随
着平面应力的施加，系统应变也相应增加，相应的面

２０５ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２２ Ｎｏ.５，Ｏｃｔｏｂｅｒ ２０１５



积分数也不断增加。图 ７ｂ 表示裂纹面积分数 Ｓ 曲线
的斜率κＳ 变化。κＳ 反映裂纹面积增加的速率，可以看
出，当应变还未达到 ９．４％时，裂纹面积变化的速率
没有发生变化。说明中心裂纹未发生扩展。当应变
量超过 ９．４％时，裂纹面积增加的速率开始增加，说
明裂纹扩展加快。其中系统应变量 ９．４％，即裂纹扩
展的临界应变大小。

  图 ７ 裂纹面积与时间步和应变关系曲线（ａ），κｓ ＝

ｄＳ／ｄε裂纹面积变化率与应变ε的关系曲线（ｂ）

  Ｆｉｇ．７ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ａｍｏｎｇ ｃｒａｃｋ ａｒｅａ、ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ-ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ（ａ）ａｎｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｒａｃｋ ａｒｅａ ｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅ
（κｓ ＝ ｄＳ／ｄε）ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ-ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ（ｂ）

  裂纹周长 Ｌ 表示裂纹扩展形成的新表面与基体
三角相之间的比例关系。在二维平面中裂纹周长 Ｌ
表示裂口长度，图 ８ 表示裂纹周长曲线与时间步长和
应变大小关系的曲线，从图 ８ａ 可以观察到裂口周长

Ｌ 在应力施加前接近于零。此时的裂口周长为预置
缺陷周长。在图 ８ａ可以看到 Ａ～Ｅ 阶段的裂口周长

Ｌ 没有变化，依然是施加应变前的裂口周长，表明在
应力施加过程中中心裂纹没有发生扩展。当演化时
间步在 ｔ ＝３０００００ 附近时，裂口周长变化曲线开始上
升，说明中心裂口此时开始发生扩展。此时间步即为
裂纹扩展启裂时间步，对应图 ５ｅ 裂纹扩展演化图。
图 ８ａ中当系统应变未达到 ９．４％时裂口周长 Ｌ 没有
变化，一直保持在零附近。从图 ８ｂ 裂口周长增长速
率κＬ 可以看出，在应变达到 ９．４％后裂口周长增加速
率很明显，表明裂纹开始发生扩展，与κＳ 的变化规律

相一致。由图 ７ 和图 ８ 裂纹面积分数 Ｓ 和裂纹周长

Ｌ 参数可以看出，两个参数都能反映出裂纹的启裂时
间步以及裂纹扩展临界应变大小。表明裂纹扩展临
界应变大小εｃ ＝９．４％。

  图 ８ 裂纹周长与时间步和应变关系曲线（ａ），κＬ ＝

ｄＬ／ｄε与应变ε的关系曲线（ｂ）

  Ｆｉｇ．８ Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ａｍｏｎｇ ｃｒａｃｋ ｐｅｒｉｍｅｔｅｒ，ｔｉｍｅ

ｓｔｅｐ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ-ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ（ａ），ａｎｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｒａｃｋ ｐｅｒｉｍｅｔｅｒ

ｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅ（κＬ ＝ ｄＬ／ｄε）ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ-ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ（ｂ）

  在裂纹扩展过程中会发生裂口扩展和主裂纹分
叉，而这两种形式的裂纹扩展都会使得体系自由能下
降，但是自由能曲线并没有反应出表面能与应变能之
间的竞争，应变的施加以及裂纹扩展形成的新表面使
得系统自由能上升，裂纹扩展弹性应变能释放率增加
使得整个体系自由能降低，这两种能量变化的竞争势
态可以由能量曲线变化率反映，自由能函数一阶导数
拐点能够反映主裂纹扩展的临界点［２９］，此时的应变
值即为裂纹扩展临界应变值。图 ９ 表示自由能一阶
导数能量释放率κＧ ＝ｄＧ／ｄｔ 相关曲线［３０，３１］。

  由图 ９ 可以看出，演化的 Ａ～Ｅ 阶段，系统自由
能变化率大于 ０，即体系能量是增加的过程，表明此
过程自由能不断上升。能量首先经历了一段快速上
升的过程，此过程验证了外载使得中心裂口处应力集
中程度加大，体系应变能聚积增加。当演化达到 ３×
１０５步（图 ９ａ）附近，自由能一阶导数出现拐点，此时
拐点值表明自由能上升速率增加趋势变缓，该过程对
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应裂口开始扩展，裂纹扩展使得集中的能量得到部分
释放。由图 ９ｂ 可以观察到裂口已经开始分支扩展，
此时对应的应变大小为 ９．４２％（图 ９ａ）。

  图 ９ 自由能曲线对时间步的一阶导数κＧ ＝ ｄＧ／ｄｔ （ａ），

应变达到εｃ ＝０．０９４ 时裂口的形貌图（ｂ）

  Ｆｉｇ．９ Ｆｉｒｓｔ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

ｃｕｒｖｅ（κＧ ＝ ｄＧ／ｄｔ ）（ａ），ａｎｄ ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｅｖｏｌｖｅｄ ａｔ

εｃ ＝０．０９４ （ｂ）

３ 结论

  本文应用 ＰＦＣ方法模拟研究材料受到外部应变
作用下其内部微裂纹扩展分叉演化的过程，发现施加
与时间同步累积的外部应变作用后，体系自由能逐渐
上升。当中心裂口处未发生裂纹萌生和扩展之前，应
变作用使得材料内部中心裂口处比非裂口缺陷处应

变能集中程度高。应变的施加使得应变能集中在缺
陷处。当裂纹开始扩展，裂口聚积的应变能得到释
放，此时系统能量上升幅度变缓。当裂纹扩展释放应
变能大于裂纹新表面形成能之和时，自由能曲线开始
下降。裂纹演化图、自由能曲线变化率κ、裂纹面积
分数 Ｓ ，裂纹周长 Ｌ 变化，这 ４ 个方面的特征变化指
标都能反映出当累积应变大小达到 ９．４２％时，裂口
开始扩展，此时的应变大小对应裂纹扩展临界应变
值，并且主裂纹分叉能够缓解裂纹扩展。
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