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一类非线性系统连续非光滑自适应观测器设计*

Continuous but Nonsmooth Adaptive Observer Design
for A Class of Nonlinear Systems
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SHEN Yan-jun,HU Jun-bo

(三峡大学电气与新能源学院,湖北宜昌 443002)
(College of Electrical Engineering & New Energy,China Three Gorges University,Yichang,

Hubei,443002,China)

摘要:在已有文献的基础上增加非线性齐次误差项,给出一类具有单边或拟单边 Lipschitz 条件的非线性系统连

续非光滑自适应观测器的设计方法,并进行仿真.所设计的观测器有线性部分和非线性齐次部分,其中,线性部

分可以确保观测误差全局 Lyapunov 稳定,而非线性齐次部分可以加快状态误差和参数误差收敛速度,提高抗干

扰性.仿真结果表明,所设计的观测器是有效的.
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Abstract:In this paper,continuous but nonsmooth adaptive observer design is studied for a class
of one-sided Lipschitz and quasi-one-sided Lipschitz nonlinear systems.The observer has two
part:Linear part and homogeneous nonlinear part.The linear part can guarantee that the obser-
vation errors are globally Lyapunov stable.The homogeneous nonlinear part can speed up con-
vergent rate of the state error and the parameter error.It can also improve robust against noi-
ses.At last,numerical simulations show the validity of the proposed methods.
Key words:nonlinear system,continuous but nonsmooth,adaptive observer

0 引言

  近年来,非线性系统自适应观测器的设计成为研

究热点,主要表现为 3 个方面:1)具有自适应观测器

标准型的非线性系统自适应观测器设计,这类设计主

要通过变量变换把一个非线性系统变成自适应观测

器标准型,再给出其状态和参数估计,在持续激励条

件下,保证了状态误差和参数误差同时渐近收敛到零

点[1];2)对非线性项满足 Lipschitz 条件并与所有状

态变量均有关的非线性系统,通过构造满足某些条件

的 Lyapunov 函数,再设计其自适应观测器[2].这两

类方法适用于未知参数是线性化的非线性系统;3)未
知参数非线性化的非线性系统自适应观测器的设

计[3]。随着自适应观测器理论和方法的发展,多种类

型的非线性系统被考虑.例如,文献[4]考虑带随机干

扰的不确定非线性系统自适应观测器的设计.由于单

边 Lipschitz 条件和拟单边 Lipschitz 条件比 Lipschi-
tz 条件减少了保守性,故拟单边 Lipschitz 条件的非

线性系统自适应观测器设计也引起人们的重视[5].
  上述观测器的设计其观测误差都是渐近收敛的,
而有限时间观测器能在给定的时间段内实现状态的

精确重构,具有快速性和精确性等特征.研究表明,在
系统具有干扰和不确定情况下,有限时间稳定的系统

在原点附近具有更快的收敛性,从而具有更好的鲁棒

性和抗干扰性[6,7].目前,有限时间观测器的设计方

法之一就是在原有的线性误差项的基础上,通过增加
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连续非光滑的齐次非线性误差项来实现.线性误差项

可以保证系统状态误差全局收敛,而连续非光滑的非

线性项可以保证系统状态误差有限时间收敛[8~10].
本文考虑将这些连续非光滑的非线性项应用到自适

应观测器设计中,在文献[5,8~10]的基础上进一步

研究一类单边和拟单边 Lipschitz 非线性系统连续非

光滑自适应观测器设计.与现有的观测器相比,本文

设计的观测器增加了连续非光滑的非线性齐次项,这
些非线性齐次项可以加快状态误差和参数收敛速度,
提高自适应观测器的鲁棒性.

1 系统描述

  考虑如下非线性系统:

  .x =Ax +γ(x,u)+f(x,u)θ,

  y =Cx, (1)
其中,系统的状态向量 x ∈Rn ,系统的输入向量 u ∈
R q ,系统的输出向量 y ∈ R ,常数矩阵A ∈ Rn×n ,且

A=

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
     

0 0 0 … 1

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0 0

,C=[1 0 … 0]∈

R 1×n ,未知参数θ∈ R p 且满足

   θ ≤ l 2, (2)
其中常数 l 2 > 0,γ:Rn×R q →Rn 是已知的非线性函

数,且满足如下单边 Lipschitz 条件:

  (x -x̂)T(γ(x,u)-γ(̂x,u))≤β1(x -
x̂)T(x -x̂), x ,̂x ∈ Rn, (3)
或拟单边 Lipschitz 条件

  (x -x̂)TP(γ(x,u)-γ(̂x,u))≤ (x -
x̂)TM(x -x̂), x ,̂x ∈ Rn. (4)
非线性函数 f:Rn ×R q → Rn×p 满足如下 Lipschitz
条件:

   f(x,u)-f (̂x,u) ≤ l 1 x -̂x , x ,̂x ∈
Rn, (5)
其中,β1,l 1 > 0 是常数,M 为正定矩阵.正定矩阵 P
满足如下矩阵不等式:

  (A-KC)TP +P(A-KC)+(l 3 + 1)P < 0,
(6)

或

  (A-KC)TP +P(A-KC)+(l 4 + 1)P +
2M < 0, (7)

其中 l 3=2c 1 l 1 l 2+2c 2+λ1λ2
(β1β3+β2+ 1),l 4=2c 1 l 1 l 2

+ 2c 2,λ1 =λmax(P),λ2 =λmin(P),c 1,c 2,β2,β3 是正常

数(文后将给出).此外,对系统还作如下假设

  假设 1 存在向量函数 g(x,u),使得对于满足

(6)式或(7)式的矩阵 P 有下面条件成立

  Pf(x,u)=C Tg T(x,u). (8)

  对于系统(1),文献[5]讨论其自适应观测器设

计,本文主要是在论文[5]的基础上增加非线性齐次

误差项,以进一步加快误差收敛速度,提高抗干扰能

力.那么对于不等式(6)和(7),存在 0 <ρ< 1 使得

  (A-(1+ρ)KC)TP +P(A-(1+ρ)KC)+
(l 3 + 1)P < 0, (9)
或

  (A-(1+ρ)KC)TP +P(A-(1+ρ)KC)+
(l 4 + 1)P + 2M < 0. (10)

2 主要结果

  对于系统(1)设计如下自适应观测器:

  x̂
·

=Âx +γ(̂x,u)+f (̂x,u)̂θ+K(y -̂y)+
ρF(y -̂y),

  ̂y =Ĉx, (11)

  θ̂
·

=λg (̂x,u)(y -̂y), (12)
其中 x̂ ,̂y ,̂θ分别是 x,y,θ的估计值,λ> 0 是常数,

F(y -̂y)=

k 1 e 1
α1

k 2 e 1
α2

  

k n e 1
α

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 n

,e 1
αi =|e 1|αi sign(e 1),

k 1
k 2
 

k

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

n

=

KC,e 1 是 e =x -̂x 的第一个分量.αi =iα-(i - 1),

0 <α< 1- 1/(n - 1),i =0,1,…,n .

  令θ
~

=θ-̂θ.由(1)式、(11)式和(12)式可得误差

系统

  .e =(A-KC)e +γ
~
(x ,̂x,u)+f(x,u)θ-

f (̂x,u)̂θ-ρF(y -̂y), (13)

  θ
~
·

=-λg (̂x,u)Ce , (14)

式中γ
~
(x ,̂x,u)=γ(x,u)-γ(̂x,u).

  定理 1 对于满足单边 Lipschitz 条件(3)的非

线性系统(1),构造观测器(11)~(12),如果满足条件

(2)、(3)、(5)、(6)和(8),且γ(x,u)是二次内积有

界,即存在正常数β2 和β3 > 0 使得

  (γ(x,u)-γ(̂x,u))T(γ(x,u)-γ(̂x,u))≤

β2(x -̂x)T(x -̂x)+β3(γ(x,u)-γ(̂x,u))T(x -̂x).
则存在 0 <α< 1- 1/(n- 1),使得状态误差和参数

误差是渐近稳定的.
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  证明 构造如下 Lyapunov 函数:

  V(t)=e TPe + 1λθ
~
Tθ
~

. (15)

考虑集合B= e:e TPe >{ }1 .当 e ∈B,沿着误差系统

(13)~ (14)求导得

  dV
(t)
dt (1 3),(14)

=2e TP.e + 2θ
~
Tθ
~
·

λ =e T(P(A-

KC)+(A-KC)TP)e + 2e TPγ
~
(x ,̂x,u)+

2e TP(f(x,u)θ-f (̂x,u)̂θ)- 2ρe TPF(y -̂y)-

2θ
~
Tg (̂x,u)Ce .

由(3)式,以及γ(x,u)是二次内积有界,得

  2e TPγ
~
(x ,̂x,u)≤ 2λ1(e Te)1/2(γ

~
(x ,̂x,u)Tγ

~
(x,

x̂,u))1/2 ≤λ1 e Te +λ1γ
~
(x ,̂x,u)Tγ

~
(x ,̂x,u)≤

λ1((β2 + 1)e Te +β3(γ(x,u)-̂γ(̂x,u))Te)≤

λ1(β1β3 +β2 + 1)e Te ≤
λ1
λ2
(β1β3 +β2 + 1)e TPe .

另外,

  e TP(f(x,u)θ- f (̂x,u)̂θ)= e TP(f(x,u)-

f (̂x,u))θ+e TPf (̂x,u)θ
~

≤ l 2(e TPe)1/2((f(x,u)-
f (̂x,u))TP(f(x,u)-f (̂x,u))1/2 +

e TC Tg T(̂x,u)θ
~

≤ l 1 l 2(e TPe)1/2 λ1/λ2 (e TPe)1/2 +

e TC Tg T(̂x,u)θ
~

≤ c 1 l 1 l 2 e TPe +e TC Tg T(̂x,u)θ
~
,

其中 c 1 = λ1/λ2 ,且

  e TPF(y - ŷ)≤ (e TPe)1/2(F T(y - ŷ)PF(y -
ŷ))1/2 ≤ (e TPe)1/2 λ1 (F T(y - ŷ)F(y - ŷ))1/2 ≤
(e TPe)1/2 k λ1 (∑

n

j = 1 e
2αj1 )1/2 ≤

(e TPe)1/2 k λ1 (∑
n

j = 1∑
n

i= 1 e
2αji )1/2 ≤

(e TPe)1/2 k λ1 (∑
n

j = 1
(e TPe/λ2)αj)1/2 ,

其中 k =max
1≤i≤n

{k i},注意到 0 <αi < 1 且 e TPe > 1,从

而存在常数 c 2 = k nλ1/λ2 ,使得

  e TPF(y -̂y)≤
(e TPe)1/2 k λ1 (∑

n

j = 1
(e TPe/λ2))1/2 ≤ c 2 e TPe .

从而有

  dV
(t)
dt (1 3),(14)

=2e TP.e + 2θ
~
Tθ
~
·

λ =e T(P(A-

KC)+(A-KC)TP +l 3P)e ≤-e TPe <- 1.
则

  V(t)≤V(t 0)-(t -t 0),e ∈ B . (16)

显然存在T 1 > 0,当 t >T 1 时使得 e TPe ≤ 1.令Πδ=

e:e TPe +
 θT θ

·

λ ≤δ{ }2 .则存在δ1 > 0,当 t > T 1 有

(e,θ
~
)∈Πδ1 .那么,

  dV
(t)
dt (1 3),(14)

=2e TP.e + 2θ
~
Tθ
~
·

λ =e T(P(A-

KC)+(A-KC)TP)e + 2e TPγ
~
(x ,̂x,u)+

2e TP(f(x,u)θ-f (̂x,u)̂θ)- 2ρe TPF(y -̂y)-

2θ
~
Tg (̂x,u)Ce,(e,θ

~
)∈Πδ1 .

考虑到集合Πδ1 是一个紧集,同时注意到 limα→1αi =
limα→1(iα-(i - 1))= 1,则

  limα→1 2ρe TPF(y -̂y)=2ρe TP

k 1 e 1
k 2 e 1
 

k n e

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
1

=

2ρe TPKCe .
从而可得

  limα→1 dV
(t)
dt (1 3),(14)

=e T(P(A-(1+ρ)KC)+

(A - (1 + ρ)KC)TP)e + 2e TPγ
~
(x ,̂x,u) +

2e TP(f(x,u)θ-f (̂x,u)̂θ)-2θ
~
Tg (̂x,u)Ce,(e,θ

~
)∈

Πδ1 .
再根据之前分析可得

  limα→1 dV
(t)
dt (1 3),(14)

≤ 2e TP.e + 2θ
~
Tθ
~
·

λ ≤

e T(P(A-(1+ρ)KC)+(A-(1+ρ)KC)TP +

l 3P)e < 0,(e,θ
~
)∈Πδ1 .

从而存在 0 <α< 1- 1/(n - 1)使得

  dV
(t)
dt (1 3),(14)

< 0,(e,θ
~
)∈Πδ1 .

则状态误差和参数误差是渐近稳定的.
  定理 2 对于满足单边 Lipschitz 条件(4)的非

线性系统(1),构造观测器(11),(12),如果条件(2)、
(4)、(5)、(7)和(8)满足,则存在 0 <α< 1- 1/(n -
1),使得状态误差和参数误差是渐近稳定的.
  证明 将(15)式定义的 Lyapunov 函数V(t)沿

着系统(13),(14)求导得,

  dV
(t)
dt (1 3),(14)

=2e TP.e + 2θ
~
Tθ
~
·

λ =e T(P(A-

KC)+(A-KC)TP)e + 2e TPγ
~
(x ,̂x,u)+

2e TP(f(x,u)θ-f (̂x,u)̂θ)- 2ρe TPF(y -̂y)-

2θ
~
Tg (̂x,u)Ce .

由(3)式有

  e TPγ
~
(x ,̂x,u)≤ e TMe .
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再类似定理 1 的证明,可以得到状态误差和参数误差

是渐近稳定的.

3 数值实验

  考虑如下非线性系统:
  .x 1 =x 2 + 0.1 sin (x 1x 2)+(sin t - cos t)θ,
  .x 2 =(sin t - cos t)θ,
  y =x 1 +δ,
其中δ是高斯白噪声.设计如下自适应观测器

  x̂
·

1 =̂x 2 + 3e 1 + 3ρ e 1 + 0.1 sin (̂x 1̂x 2)+
(sin t - cos t)̂θ,

  x̂
·

2 =(sin t - cos t)̂θ+ 2e 1 +ρ2 e 1
2α-1,

  θ̂
·

=λ(sin t - cos t)e 1,
其中 e 1 =x 1 -x̂ 1,α=0.85,ρ=0.8,λ= 1 0.
  仿真结果见图 1~3.

图 1 状态 x 1 误差曲线

Fig.1 The error curve of state variable x 1

图 2 状态 x 2 误差曲线

Fig.2 The error curve of state variable x 2

图 3 参数θ误差曲线

Fig.3 The error curve of parameterθ

  图 1~3 的结果显示,本文设计的自适应观测器

具有更好的鲁棒性,其中实线为本文方法得到的误差

曲线,虚线是用文献[5]的方法得到误差曲线.
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