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摘要：研究非线性时滞偏差分方程 ａＡｍ＋１，ｎ＋１ ＋ｂＡｍ＋１，ｎ ＋ｃＡｍ，ｎ＋１ －ｄＡｍ，ｎ ＋∑
ｕ

ｉ＝ １
Ｐｉ（ｍ，ｎ）ｆｉ（Ａｍ－ｋｉ ，ｎ－ｌｉ

）＝０ 解的振

动性，给出其解振动的充分条件．
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  偏差分方程是涉及 ２ 个以上独立变量的差分方
程，如果这些独立变量是整型变量，则方程是离散型
的偏微分方程，它们在随机游动问题、分子结构问题
及数值差分逼近问题等方面都有重要的应用．
  本文考虑非线性时滞差分方程［１］

  ａＡｍ＋１，ｎ＋１ ＋ｂＡｍ＋１，ｎ ＋ｃＡｍ，ｎ＋１ －ｄＡｍ，ｎ ＋

∑
ｕ

ｉ＝ １
Ｐｉ（ｍ，ｎ）ｆｉ（Ａｍ－ｋｉ，ｎ－ｌｉ

）＝０， （１）

其中 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 为正常数，且 ａ，ｂ，ｃ ≥ ｄ ＞ ０，Ｐ ｉ（ｍ，ｎ）

∈ （Ｎ ０ ×Ｎ ０，Ｒ＋），ｋｉ，ｌｉ ∈ Ｎ ０，Ｎｔ ＝｛ｔ，ｔ＋ １，…｝，ｔ
为整数，ｆｉ 是实值函数，且 ｘ ≠ ０，并满足 ｘｆ ｉ（ｘ）

＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｕ ，给出其解振动的充分条件．
  方程（１）的解是对 ｉ ≥ ｍｉｎ ｛－ｋ １，－ｋ ２，…，

－ｋｕ｝，ｊ ≥ ｍｉｎ ｛－ ｌ １，－ ｌ ２，…，－ ｌｕ｝的双序列
｛Ａｉ，ｊ｝．如果对充分大的 ｉ，ｊ 有Ａｉ，ｊ ＞ ０，则方程（１）的
解称为最终正解．如果对充分大的 ｉ，ｊ 有Ａｉ，ｊ ＜ ０，则
方程（１）的解称为最终负解．如果方程（１）的解既不是
最终正解也不是最终负解，则称它是方程（１）的振
动解．

１ 预备知识

  引理 １［２］ 设 ｛Ａｍ，ｎ｝是方程（１）的最终正解，则
对充分大的ｍ，ｎ ，下列不等式成立：

  ｄｋＡｍ，ｎ ≥ ａｋＡｍ＋ｋ，ｎ＋ｋ，ｄｋＡｍ，ｎ ≥ ｂｋＡｍ＋ｋ，ｎ，

ｄｋＡｍ，ｎ ≥ ｃ ｋＡｍ，ｎ＋ｋ ． （２）

  引理 ２ 设 ｛Ａｍ，ｎ｝是方程（１）的最终负解，则对
充分大的ｍ，ｎ ，下列不等式成立：

  ｄｋＡｍ，ｎ ≤ ａｋＡｍ＋ｋ，ｎ＋ｋ，ｄｋＡｍ，ｎ ≤ ｂｋＡｍ＋ｋ，ｎ，

ｄｋＡｍ，ｎ ≤ ｃ ｋＡｍ，ｎ＋ｋ ． （３）

  引理 ３［３］ 设 ｛Ａｍ，ｎ｝是方程（１）的最终正解或最
终负解，则 ｌｉｍ

ｍ，ｎ→∞
Ａｍ，ｎ ＝０．

  证明 当 ｛Ａｍ，ｎ｝为最终正解时，由引理 １ 可知
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对充分大的ｍ，ｎ ，有

  Ａｍ＋１，ｎ＋１ ≤ ｄ
ａ Ａｍ，ｎ ≤ Ａｍ，ｎ，Ａｍ＋１，ｎ ≤ ｄ

ｂ Ａｍ，ｎ ≤

Ａｍ，ｎ，Ａｍ，ｎ＋１ ≤ ｄ
ｃ Ａｍ，ｎ ≤Ａｍ，ｎ ， （４）

从而可知当 ｍ，ｎ 充分大时 ｛Ａｍ，ｎ｝单调递减．又设

ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞

Ａｍ，ｎ ＝ξ，因为｛Ａｍ，ｎ｝为最终正解，可得ξ≥ ０．由

方程（１）可知对充分大的ｍ，ｎ ，有

  ａＡｍ＋１，ｎ＋１ ＋ｂＡｍ＋１，ｎ ＋ｃＡｍ，ｎ＋１ －ｄＡｍ，ｎ ＝

－∑
ｕ

ｉ＝ １
Ｐｉ（ｍ，ｎ）ｆｉ（Ａｍ－ｋｉ，ｎ－ｌｉ

）≤ ０． （５）

对（５）式两边取极限，可得 （ａ＋ｂ）ξ≤（ａ＋ｂ＋ｃ－ｄ）ξ
≤ ０，从而ξ≤ ０，所以ξ＝０．
  同理可证当 ｛Ａｍ，ｎ｝为最终负解时，也有ξ＝０ 成
立．因此 ｌｉｍ

ｍ，ｎ→∞
Ａｍ，ｎ ＝０．

  引理 ４ 对 ｋ ０，ｌ ０ ≥ ０，下列等式成立：

  ∑
ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ
∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ

（ａＡｉ＋１，ｊ＋１ ＋ ｂＡｉ＋１，ｊ ＋ ｃＡｉ，ｊ＋１ －ｄＡｉ，ｊ）＝

∑
ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ＋１
∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ＋１

（ａ ＋ｂ＋ｃ－ｄ）Ａｉ，ｊ ＋∑
ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ＋１

［（ａ＋ｃ）Ａｉ，ｎ＋ｌ０＋１＋

（ｂ－ｄ）Ａｉ，ｎ］＋∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ＋１

［（ａ＋ｂ）Ａｍ＋ｋ０＋１，ｊ ＋（ｃ－ｄ）Ａｍ，ｊ］＋

（ａＡｍ＋ｋ０＋１，ｎ＋ｌ０＋１ ＋ｂＡｍ＋ｋ０＋１，ｎ ＋ｃＡｍ，ｎ＋ｌ０＋１ －ｄＡｍ，ｎ）．

２ 主要结果

  定理 １ 如果对 ｉ ∈ ［１，ｕ］有下列条件成立：

  （ｉ）ｌｉｍ
ｘ→０
ｉｎｆ ｆｉ

（ｘ）
ｘ ＝Ｓｉ ∈ （０，∞），

  （ｉｉ）ｌｉｍ
ｍ，ｎ→０

ｉｎｆ Ｐｉ（ｍ，ｎ）＝Ｐｉ ＞ ０，

  （ｉｉｉ）ｆｉ 是非减函数，

  （ｉｖ）∑
ｕ

ｉ＝ １

［ＰｉＳ ｉ
（ａｄ ＋ ２ｂｃ）ηｉ（ηｉ ＋ １）ηｉ＋１

ｄ ２ηｉ＋１ηηｉｉ
］＞ １，其

中ηｉ ＝ｍｉｎ｛ｋｉ，ｌｉ｝．
则方程（１）的解是振动的．
  证明 假设结论不成立．设 ｛Ａｍ，ｎ｝是方程（１）的
最终正解，则由引理 ３ 可知 ｌｉｍ

ｍ，ｎ→∞
Ａｍ，ｎ ＝ ０，再由方程

（１）及引理 １ 和条件（ｉｉｉ）可知，对充分大的ｍ，ｎ ，有

  ａｄ ＋ ２ｂｃ
ｄ ２ ·Ａｍ＋１，ｎ＋１

Ａｍ，ｎ
－ １ ≤－∑
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）

Ａｍ－ηｉ，ｎ－ηｉ

］∏
ηｉ

ｊ ＝ １

Ａｍ－ｊ，ｎ－ｊ

Ａｍ－（ｊ－１），ｎ－（ｊ－１）
． （６）

  设αｍ，ｎ ＝ Ａｍ，ｎ

Ａｍ＋１，ｎ＋１
，则αｍ，ｎ ≥ １，再由（６）式可得

  ａｄ ＋ ２ｂｃ
ｄ ２ · １

αｍ，ｎ
＋∑

ｕ

ｉ＝ １

［Ｐ ｉ（ｍ，ｎ）
ｄ

·

ｆｉ（Ａｍ－ηｉ ，ｎ－ηｉ
）

Ａｍ－ηｉ，ｎ－ηｉ

］∏
ηｉ

ｊ ＝ １
αｍ－ｊ，ｎ－ｊ ≤ １． （７）

由（７）式可知αｍ，ｎ 有界，设 ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞

ｉｎｆαｍ，ｎ ＝β，则（７）式

可化为

  ａｄ ＋ ２ｂｃ
ｄ ２ ＋αｍ，ｎ·∑

ｕ

ｉ＝ １

［Ｐ ｉ（ｍ，ｎ）
ｄ

·

ｆｉ（Ａｍ－ηｉ，ｎ－ηｉ
）

Ａｍ－ηｉ，ｎ－ηｉ

］∏
ηｉ

ｊ ＝ １
αｍ－ｊ，ｎ－ｊ ≤αｍ，ｎ ， （８）

又对（８）式两边取下极限可得

  ａｄ ＋ ２ｂｃ
ｄ ２ ＋∑

ｕ

ｉ＝ １

（Ｐ ｉ

ｄ Ｓ ｉβηｉ
＋１）≤β， （９）

由（９）式可知β＞
ａｄ ＋ ２ｂｃ

ｄ ２ ，且有

  ∑
ｕ

ｉ＝ １

（Ｐ ｉ

ｄ Ｓ ｉβηｉ
＋１）· １

β－
ａｄ ＋ ２ｂｃ

ｄ ２

≤ １，

而

  ｍｉｎ
β＞

ａｄ＋２ｂｃ
ｄ ２

βηｉ
＋１

β－
ａｄ ＋ ２ｂｃ

ｄ ２

＝

（ａｄ ＋ ２ｂｃ
ｄ ２ ）ηｉ （ηｉ ＋ １）ηｉ＋１

ηηｉｉ
，

因而

  ∑
ｕ

ｉ＝ １

［Ｐ ｉＳ ｉ
（ａｄ ＋ ２ｂｃ）ηｉ

ｄ ２
ηｉ＋１

（ηｉ ＋ １）ηｉ＋１

ηηｉｉ
］≤ １，

与条件（ｉｖ）矛盾，所以 ｛Ａｍ，ｎ｝不是方程（１）的最终正
解．同理可证明 ｛Ａｍ，ｎ｝也不是方程（１）的最终负解．
  因此，方程（１）的解是振动的．
  定理 ２ 如果对 ｉ ∈ ［１，ｕ］有下列条件成立：

  （ｉ）ｌｉｍ
ｘ→０
ｉｎｆ ｆｉ（ｘ）

ｘ ＝Ｓｉ ∈ （０，∞），

  （ｉｉ）ｆｉ 是非减函数，

  （ｉｉｉ） ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞

ｓｕｐ ∑
ｕ

ｔ＝ １
Ｓｔ∑

ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ
∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ
Ｐ ｔ（ｉ，ｊ）＞ ０，其中

ｋ ０ ＝ｍｉｎ ｛ｋ １，ｋ ２，…，ｋｕ｝，ｌ ０ ＝ｍｉｎ ｛ｌ １，ｌ ２，…，ｌｕ｝．
则方程（１）的所有解是振动的．
  证明 假设结论不成立．设 ｛Ａｍ，ｎ｝是方程（１）的
最终正解，则 ｌｉｍ

ｍ，ｎ→∞
Ａｍ，ｎ ＝０．由引理 ４ 可知

  ∑
ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ
∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ
∑
ｕ

ｔ＝ １
Ｐ ｔ（ｉ，ｊ）ｆ ｔ（Ａｉ－ｋｔ，ｊ－ｌｔ

）≤ ｄＡｍ，ｎ．

又由条件（ｉｉ）可知

  ｄＡｍ，ｎ ≥∑
ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ
∑
ｎ＋ｌ０

ｊ ＝ｎ
∑
ｕ

ｔ＝ １
Ｐ ｔ（ｉ，ｊ）ｆ ｔ（Ａｍ，ｎ），
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或者写成
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对上式取极限可得 ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞
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Ｓｔ∑

ｍ＋ｋ０

ｉ＝ｍ
∑
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ｊ ＝ｎ
Ｐ ｔ（ｉ，ｊ）≤

ｄ，与条件（ｉｉｉ）矛盾，所以 ｛Ａｍ，ｎ｝不是方程（１）的最终
正解．同理可证明 ｛Ａｍ，ｎ｝也不是方程（１）的最终
负解．
  因此，方程（１）的所有解是振动的．
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