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高斯型求积校正新公式*
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摘要：基于高斯-勒让德求积公式余项，给出一种新的数值积分校正公式．该校正公式相比原高斯型求积公式可

提高四阶代数精度，即 ｎ 点校正公式的代数精度至少达 ２ｎ ＋３，而且数值算例表明，该校正公式的数值精度明显

优于原高斯型求积公式和其他已知的计算结果．
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ｆｏｕｒ-ｏｒｄｅｒ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｆｏｒｍｕｌａ，ｔｈａｔ ｉｓ，ｔｈｅ ａｌ-
ｇｅｂｒａｉｃ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆｎ-ｐｏｉｎｔ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｔｏ ｂｅ ａｔ ｌｅａｓｔ ２ｎ ＋３．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｓ ｈａｖｅ ｈｉｇｈｅｒ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅ-
ｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｏｔｈｅｒ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｌ，ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｃｃｕｒａｃｙ，ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ，ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅ

  随着计算机技术的快速发展，在信号处理、有限
元分析、小波分析、系统工程理论等问题的研究中，总
遇到定积分的数值计算．因此，高精度求积公式的构
造，一直是人们关注的论题［１～３］．
  高斯型积分是一种高精度的数值求积方法，它具
有精度高，稳定性好等优点．近年来，一些学者深入探
讨了高斯型积分公式的极限性质、中间点的渐近性
质，以及对高斯型求积公式的推广和改进等问
题［４～７］．最近，文献［８］又对高斯-勒让德求积公式给
出一种校正方法，使得 ｎ 点校正公式的代数精度至少
达 ２ｎ＋ １．
  本文基于高斯-勒让德求积公式余项，进一步探
讨高斯型积分公式的校正方法．通过构造与证明，本

文获得结果：ｎ 点校正公式的代数精度至少达 ２ｎ ＋
３，即相比原高斯型求积公式可提高 ４ 阶代数精度．

１ 预备知识

  先给出有关记号、定义和引理．用 Ｃｍ［ａ，ｂ］表示
区间 ［ａ，ｂ］上的 ｍ 阶连续可微函数；Ｐｎ（ｘ）表示 ｎ
次勒让德多项式，即

  Ｐｎ（ｘ）＝ １
２ｎｎ!

ｄｎ

ｄｘｎ（ｘ ２ － １）ｎ，ｎ＝０，１，…

  定义 １［９］ 如果求积公式

  ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≈∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｆ（ｘｊ） （１）

的代数精度为 ２ｎ－ １ 次，则称（１）式为高斯型求积公
式，节点 ｘ １，ｘ ２，…，ｘｎ 称为高斯点．

  设 ｆ（ｘ）∈ Ｃ ２ｎ［－ １，１］．根据勒让德多项式的性
质、以及高斯-勒让德求积公式的构造方法可知，

Ｐｎ（ｘ）是区间 ［－ １，１］上的正交多项式，且在 ［－ １，

１］上有 ｎ个互异的实根ｘ １，ｘ ２，…，ｘｎ，这些实根正是
下面高斯型求积公式（２）的高斯点［９］：
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  ∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∑

ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｆ（ｘｋ）＋Ｒｎ［ｆ］， （２）

其中积分余项

  Ｒｎ［ｆ］＝ｆ（２ｎ）（η）
（２ｎ）!∫

１

－１
ω２

ｎ（ｘ）ｄｘ＝Ｃｎｆ
（２ｎ）（η），η∈

（－ １，１）， （３）

  

ωｎ（ｘ）＝∏
ｎ

ｋ＝ １

（ｘ －ｘｋ），

Ｃｎ ＝ ２２ｎ＋１（ｎ!）４
（２ｎ＋ １）［（２ｎ）!］３

烅

烄

烆
，

（４）

求积系数

  Ａｋ ＝ ２
（１－ｘ ２

ｋ）［Ｐ′ｎ（ｘｋ）］２ ＝

２（１－ｘ ２
ｋ）

（ｎ＋ １）２［Ｐｎ＋１（ｘｋ）］２
，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． （５）

由于当 ｎ是偶数时，Ｐｎ（ｘ）是偶函数；当 ｎ是奇数时，

Ｐｎ（ｘ）是奇函数［９］．于是有

  引理 １ 勒让德多项式 Ｐｎ（ｘ）的零点 ｘｋ 关于原

点对称分布，即

  ｘｋ ＝－ｘｎ＋１－ｋ，ｋ ＝ １，２，…，［ｎ２
］，

从而Ａｋ ＝Ａｎ＋１－ｋ．

  引理 ２［８］ 设 ｆ（ｘ）∈Ｃ ２ｎ［－ １，１］，Ｃｎ 和Ａｋ 分别

由（４）式，（５）式给出，则高斯型校正公式

  ∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ ≈∑

ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｆ（ｘｋ）＋Ｃｎｆ （２ｎ）（０） （６）

的代数精度至少达 ２ｎ＋ １．

２ 主要结果

  基于高斯-勒让德求积余项（３），从提高代数精
度角度，进一步讨论高斯型积分公式（２）的校正算法．
对此，给出一个新的 ｎ 点校正公式．
  定理 １ 设 ｆ（ｘ）∈ Ｃ ２ｎ＋２［－ １，１］，｛ｘｋ｝，｛Ａｋ｝是
原高斯点和求积系数，则

  ∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ ≈∑

ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｆ（ｘｋ）＋Ｃｎｆ （２ｎ）（０）＋

Ｄｎｆ （２ｎ＋２）（０） （７）
的代数精度至少达 ２ｎ＋ ３．其中

  

Ｃｎ ＝ ２２ｎ＋１ （ｎ!）４
（２ｎ＋ １）［（２ｎ）!］３

，

Ｄｎ ＝ １
（２ｎ＋ ２）!

２
２ｎ＋ ３－∑

ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｘ ２ｎ＋２（ ）ｋ

烅

烄

烆
．

（８）

  证明 由引理 ２ 知，高斯型校正公式（６）的代数
精度至少达 ２ｎ＋ １．因此，只需验证公式（７）对 ｆ（ｘ）

＝ｘ ２ｎ＋２，ｘ ２ｎ＋３ 精确成立即可．
  （Ⅰ）当 ｆ（ｘ）＝ｘ ２ｎ＋２ 时，

  ｆ（２ｎ）（ｘ）＝（ｎ＋ １）（２ｎ＋ １）!ｘ ２，ｆ（２ｎ＋２）（ｘ）＝

（２ｎ＋ ２）!，
这时，直接计算（７）式的右边得

  ∑
ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｘ ２ｎ＋２

ｋ ＋Ｃｎｆ
（２ｎ）（０）＋Ｄｎｆ

（２ｎ＋２）（０）＝

∑
ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｘ ２ｎ＋２

ｋ ＋ ０＋Ｄｎ（２ｎ＋ ２）!＝ ２
２ｎ＋ ３．

又因为∫
１

－１
ｘ ２ｎ＋２ ｄｘ ＝ ２

２ｎ＋ ３
，因此（７）式精确成立．

  （Ⅱ）当 ｆ（ｘ）＝ｘ ２ｎ＋３ 时，

  ｆ（２ｎ）（ｘ）＝
（２ｎ＋ ３）!

３!
ｘ ３，ｆ（２ｎ＋２）（ｘ）＝（２ｎ＋

３）!ｘ ．
这时，根据引理 １，直接计算（７）式的右边得

  ∑
ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｘ ２ｎ＋３

ｋ ＋Ｃｎｆ （２ｎ）（０）＋Ｄｎｆ （２ｎ＋２）（０）＝

∑
ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｘ ２ｎ＋３

ｋ ＋ ０＋ ０＝∑
［ｎ／２］

ｋ＝ １

（Ａｋｘ ２ｎ＋３
ｋ ＋Ａｎ＋１－ｋｘ ２ｎ＋３

ｎ＋１－ｋ）＝

∑
［ｎ／２］

ｋ＝ １

（Ａｋ －Ａｎ＋１－ｋ）ｘ ２ｎ＋３
ｋ ＝０．

  另一方面，ｆ（ｘ）＝ ｘ ２ｎ＋３ 是奇函数，显然有

∫
１

－１
ｘ ２ｎ＋３ ｄｘ＝０，因此（７）式精确成立．于是，公式（７）的

代数精度至少达 ２ｎ＋ ３．证毕．

  由定理 １ 可知，相比原高斯型求积公式（２），ｎ 点
校正公式（７）可提高 ４ 阶代数精度．一般地，当积分区
间为 ［ａ，ｂ］时，通过变换

  ｘ ＝ｂ－ａ
２ ｔ ＋ａ＋ｂ

２
，

即可将区间 ［ａ，ｂ］变为 ［－ １，１］，这时

  ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ｂ－ａ

２∫
１

－１
ｆ（ｂ －ａ

２ ｔ ＋ａ＋ｂ
２
）ｄｔ．

于是，对等式右端利用校正公式（７），可得

  ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≈ ｂ －ａ

２ ∑
ｎ

ｋ＝ １
Ａｋｆ（ｂ －ａ

２ ｔ ｋ ＋ ａ＋ｂ
２
）＋

Ｃｎ（ｂ －ａ
２
）２ｎ＋１ · ｆ（２ｎ）（ａ ＋ｂ

２
）＋ Ｄｎ（ｂ －ａ

２
）２ｎ＋３ ·

ｆ（２ｎ＋２）（ａ ＋ｂ
２
）， （９）

其中 ｛ｔｋ｝，｛Ａｋ｝是原高斯点和求积系数，Ｃｎ，Ｄｎ 如

（８）式所示．

  特别地，当 ｎ＝２ 时，可得

  ｔ １ ＝－槡３３
，ｔ ２ ＝槡３３

，

  Ａ １ ＝Ａ ２ ＝ １，

  Ｃ ２ ＝ １
１３５
，Ｄ ２ ＝ １

３４０２．

于是，由（９）式得两点校正公式为

４９２ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２１ Ｎｏ.３，Ｊｕｎｅ ２０１４



  ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≈ ｂ －ａ

２
［ｆ（ａ ＋ｂ

２ －槡３３ ·
ｂ －ａ
２
）＋

ｆ（ａ ＋ｂ
２ ＋槡３３ ·

ｂ －ａ
２
）］＋

（ｂ －ａ）５

４３２０ ｆ
（４）（ａ ＋ｂ

２
）＋

（ｂ －ａ）７

４３５４５６ ｆ
（６）（ａ ＋ｂ

２
）． （１０）

当 ｎ＝３ 时，可得

  ｔ １ ＝－槡１５５
，ｔ ２ ＝０，ｔ ３ ＝槡１５５

，

  Ａ １ ＝ ５
９
，Ａ ２ ＝ ８

９
，Ａ ３ ＝ ５

９
，

  Ｃ ３ ＝ １
１５７５０

，Ｄ ３ ＝ １１
５６７００００

，

于是，由（９）式得三点校正公式为

  ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ ｂ －ａ

２
［５
９ ｆ
（ａ ＋ｂ

２ －槡１５５ ·
ｂ －ａ
２
）＋

８
９ ｆ
（ａ ＋ｂ

２
）＋ ５

９ ｆ
（ａ ＋ｂ

２ ＋ 槡１５
５
· ｂ －ａ

２
）］＋

（ｂ －ａ）７

１５７５０× ２７ ｆ
（６）（ａ ＋ｂ

２
）＋ １１（ｂ －ａ）９

５６７００００× ２９ ｆ
（８）（ａ ＋ｂ

２
）．

（１１）

  再讨论计算二重积分的高精度校正公式．对此，
先考虑正方形区域：

  Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜－ １ ≤ ｘ ≤ １，－ １ ≤ ｙ ≤ １｝

上的二重积分 Ｉ ＝∫
１

－１∫
１

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．利用高斯型 ｎ

点校正公式（７），可得

  Ｉ ＝∫
１

－１
（∫

１

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ）ｄｙ ≈∫

１

－１
（∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｆ（ｘｉ，

ｙ）＋Ｃｎ
２ｎｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ ＋Ｄｎ

２ｎ＋２ｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ＋２ ）ｄｙ ＝

∫
１

－１∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｆ（ｘｉ，ｙ）ｄｙ ＋Ｃｎ∫

１

－１

２ｎｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ ｄｙ ＋

Ｄｎ∫
１

－１

２ｎ＋２ｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ＋２ ｄｙ  Ｉ １ ＋Ｉ ２ ＋Ｉ ３．

对区间 ［－ １，１］上关于 ｙ 的积分 Ｉ １，Ｉ ２，Ｉ ３，再次利用

ｎ 点校正公式（７），分别计算得

  Ｉ １ ＝∫
１

－１∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｆ（ｘｉ，ｙ）ｄｙ ≈∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ［∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｆ（ｘｉ，

ｙｊ）＋ Ｃｎ
２ｎｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ

＋ Ｄｎ
２ｎ＋２ｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ＋２

］ ＝

∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡｊｆ（ｘｉ，ｙｊ）＋Ｃｎ∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ
２ｎｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ

＋

Ｄｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ
２ｎ＋２ｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ＋２

，

  Ｉ ２ ＝Ｃｎ∫
１

－１

２ｎｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ ｄｙ ≈

Ｃｎ［∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊ
２ｎｆ（０，ｙｊ）
ｘ ２ｎ ＋Ｃｎ

４ｎｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ

＋

Ｄｎ
４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ＋２ ］＝Ｃｎ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊ
２ｎｆ（０，ｙ ｊ）
ｘ ２ｎ ＋

（Ｃｎ）２
４ｎｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ ＋ＣｎＤ ｎ

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ＋２ ，

  Ｉ ３ ＝Ｄｎ∫
１

－１

２ｎ＋２ｆ（０，ｙ）
ｘ ２ｎ＋２ ｄｙ ≈

Ｄｎ［∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊ
２ｎ＋２ｆ（０，ｙｊ）
ｘ ２ｎ＋２ ＋Ｃｎ

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ ＋

Ｄｎ
４ｎ＋４ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ＋２］＝Ｄｎ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊ
２ｎ＋２ｆ（０，ｙ ｊ）
ｘ ２ｎ＋２ ＋

ＣｎＤ ｎ
４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ ＋（Ｄｎ）２

４ｎ＋４ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ＋２，

于是

  Ｉ ≈ Ｉ １ ＋Ｉ ２ ＋Ｉ ３ ＝∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡ ｊｆ（ｘｉ，ｙ ｊ）＋

Ｃｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ ＋

２ｎｆ（０，ｙ ｉ）
ｘ ２ｎ ）＋

Ｄｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎ＋２ｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ＋２ ＋

２ｎ＋２ｆ（０，ｙ ｉ）
ｘ ２ｎ＋２ ）＋

（Ｃｎ）２
４ｎｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ ＋ＣｎＤ ｎ（

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ＋２ ＋

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ ）＋（Ｄｎ）２

４ｎ＋４ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ＋２．

因此，关于二重积分 Ｉ ＝∫
１

－１∫
１

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，可得一

个新的 ｎ 点校正公式．
  定理 ２ 设 ｛ｘｉ｝，｛ｙ ｉ｝都是区间 ［－ １，１］上的高
斯点（从而 ｘｉ ＝ｙｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ），Ａ｛ ｝ｉ 是相应的求

积系数，Ｃｎ，Ｄｎ 如（８）式所示，ｆ（ｘ，ｙ）∈ Ｃ ２ｎ＋２，２ｎ＋２［－
１，１］２，则

  ∫
１

－１∫
１

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ≈∑

ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡ ｊｆ（ｘｉ，ｙ ｊ）＋

Ｃｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ ＋

２ｎｆ（０，ｙ ｉ）
ｘ ２ｎ ）＋

Ｄｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎ＋２ｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ＋２ ＋

２ｎ＋２ｆ（０，ｙ ｉ）
ｘ ２ｎ＋２ ）＋

（Ｃｎ）２
４ｎｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ ＋ＣｎＤ ｎ（

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ＋２ ＋

４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ ）＋（Ｄｎ）２

４ｎ＋４ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ＋２， （１２）

且公式（１２）的代数精度至少达 ２ｎ＋ ３．

  证明 要证公式（１２）具有 ２ｎ＋３ 次代数精度，只
要证二元多项式函数 ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｋｙ ｍ 对任意的非负

整数 ｋ，ｍ （０ ≤ ｋ，ｍ ≤ ２ｎ ＋ ３），公式（１２）精确成立
即可．

  首先，根据定理 １，当 ０≤ ｋ，ｍ≤ ２ｎ＋ ３ 时，（１２）
式左边可用校正公式（７）精确计算，即
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  ∫
１

－１∫
１

－１
ｘｋｙ ｍ ｄｘｄｙ ＝∫

１

－１
ｘｋ ｄｘ∫

１

－１
ｙｍｄｙ ＝

［∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｘ ｋ

ｉ ＋Ｃｎ（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０ ＋Ｄｎ（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ ］·［∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｙ ｍ

ｊ ＋

Ｃｎ（ｙｍ）
（２ｎ）
ｙ＝０ ＋Ｄｎ（ｙｍ）

（２ｎ＋２）
ｙ＝０ ］，

其次，引入记号：（ｘｋ）（ｓ）ｘ＝０ ，表示 ｇ（ｘ）＝ｘｋ 在ｘ ＝０ 处
的 ｓ 阶导数．则当 ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｋｙ ｍ 时，直接计算（１２）式
右边，得

  ∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡｊｆ（ｘｉ，ｙｊ）＋Ｃｎ∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ ＋

２ｎｆ（０，ｙｉ）
ｘ ２ｎ ）＋Ｄｎ∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ（

２ｎ＋２ｆ（ｘｉ，０）
ｙ ２ｎ＋２

＋

２ｎ＋２ｆ（０，ｙｉ）
ｘ ２ｎ＋２ ）＋（Ｃｎ）２

４ｎｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ

＋

ＣｎＤｎ（
４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎｙ ２ｎ＋２

＋
４ｎ＋２ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ

）＋

（Ｄｎ）２
４ｎ＋４ｆ（０，０）
ｘ ２ｎ＋２ｙ ２ｎ＋２

＝∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡｊｘ ｋ

ｉｙ ｍ
ｊ ＋

Ｃｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ［ｘｋ

ｉ（ｙｍ）（２ｎ）ｙ＝０ ＋（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０ｙｍｉ ］＋

Ｄｎ∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉ［ｘｋ

ｉ（ｙｍ）（２ｎ＋２）ｙ＝０ ＋（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ ｙｍｉ ］＋

（Ｃｎ）２（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０）（ｙｍ）（２ｎ）ｙ＝０ ＋ＣｎＤ ｎ［（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０（ｙｍ）（２ｎ＋２）ｙ＝０ ＋
（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ （ｙｍ）（２ｎ）ｙ＝０］＋（Ｄｎ）２［（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ （ｙｍ）（２ｎ＋２）ｙ＝０ ］＝

∑
ｎ

ｉ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＡｉＡｊｘ ｋ

ｉ ｙ ｍ
ｊ ＋

Ｃｎ［（ｙｍ）（２ｎ）ｙ＝０∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｘ ｋ

ｉ ＋（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｙ ｍ

ｊ ］＋

Ｄｎ［（ｙｍ）
（２ｎ＋２）
ｙ＝０ ∑

ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｘ ｋ

ｉ ＋（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｙ ｍ

ｊ ］＋

（Ｃｎ）２（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０（ｙｍ）
（２ｎ）
ｙ＝０）＋

ＣｎＤ ｎ［（ｘｋ）２ｎｘ＝０（ｙｍ）
（２ｎ＋２）
ｙ＝０ ＋（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ （ｙｍ）

（２ｎ）
ｙ＝０］＋

（Ｄｎ）２［（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ （ｙｍ）（２ｎ＋２）ｙ＝０ ］＝［∑
ｎ

ｉ＝ １
Ａｉｘ ｋ

ｉ ＋

Ｃｎ（ｘｋ）（２ｎ）ｘ＝０＋Ｄｎ（ｘｋ）（２ｎ＋２）ｘ＝０ ］·［∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ａｊｙ ｍ

ｊ ＋Ｃｎ（ｙｍ）（２ｎ）ｙ＝０＋

Ｄｎ（ｙｍ）（２ｎ＋２）ｙ＝０ ］．
因此，公式（１２）精确成立，从而其代数精度至少达

２ｎ＋ ３．证毕．

３ 数值算例

  选取文献［８］中 ３ 个数值算例，并用本文方法进
行计算，然后对比有关结果．

  例 １ 数值计算 Ｉ １ ＝∫
１

０

１
１＋ｅｘ ｄｘ

，并与准确值

Ｉ １ ＝ ｌｎ ２ｅ
１＋ｅ ≈ ０．３７９８８５４９３０４１７ 比较，结果见表 １．

  例 ２ 数值计算 Ｉ ２ ＝∫
π／２

０
ｘｓｉｎｘｄｘ ，并与准确值

Ｉ ２ ＝ １ 比较，结果见表 ２．

  例 ３ 数值计算 Ｉ ３＝∫
π／２

０∫
π／２

０
ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ ，并

与准确值 Ｉ ３ ＝２ 比较，结果见表 ３．

表 １ 积分 Ｉ １ 计算结果

Ｔａｂｌｅ １ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｉ １

节点数
Ｎｏｄｅ
ｎｕｍｂｅｒ

高斯型积分结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｉｎｔｅｇｒａｌ

文献［８］结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［８］

本文公式（７）结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｏｍｕｌａｒ （７）

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

１ ０．３７７５４０６６８７９８ ２．３４×１０－３ ０．３７９９３８８６８５８４ ５．３４×１０－５ ０．３７９８８４３０８２０３ １．１８×１０－６

２ ０．３７９９０８８６８１４４ ２．３４×１０－５ ０．３７９８８４６１９０８６ ８．７４×１０－７ ０．３７９８８５５１５４２５ ２．２４×１０－８

３ ０．３７９８８５３０８２２３ １．８５×１０－７ ０．３７９８８５５０１８３２ ８．７９×１０－９ ０．３７９８８５４９２７７６ ２．６６×１０－１０

４ ０．３７９８８５４９４３１５ １．２７×１０－９ ０．３７９８８５４９２９７１ ７．１２×１０－１１ ０．３７９８８５４９３０４４ ２．７０×１０－１２

表 ２ 积分 Ｉ ２ 计算结果

Ｔａｂｌｅ ２ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｉ ２

节点数
Ｎｏｄｅ
ｎｕｍｂｅｒ

高斯型积分结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｉｎｔｅｇｒａｌ

文献［８］结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［８］

本文公式（７）结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｏｍｕｌａｒ （７）

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

１ ０．８７２３５８０２４９５５ １．２８×１０－１ １．０１１０５５１０７２２１ １．１１×１０－２ ０．９９９７３３４４１０００ ２．６７×１０－４

２ １．００４８３４８６９３３２ ４．８３×１０－３ ０．９９９８０３０１７６７８ １．９７×１０－４ １．０００００２８２０２２３ ２．８２×１０－６

３ ０．９９９９５７９５６１２９ ４．２０×１０－５ １．０００００１１１３４７９ １．１１×１０－６ ０．９９９９９９９８８０５５ １．１９×１０－８

４ １．００００００１６３８１９ １．６４×１０－７ ０．９９９９９９９９６７８０ ３．２２×１０－９ １．００００００００００４６ ４．５５×１０－１０

６９２ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ.２１ Ｎｏ.３，Ｊｕｎｅ ２０１４



表 ３ 积分 Ｉ３ 计算结果

Ｔａｂｌｅ ３ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｉ ３

节点数
Ｎｏｄｅ
ｎｕｍｂｅｒ

高斯型积分结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｉｎｔｅｇｒａｌ

文献［８］结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［８］

本文公式（１２）结果
Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｏｍｕｌａｒ （１２）

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

近似值
Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｖａｌｕｅ

绝对误差
Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

１ ２．４６７４０１１００２７２ ４．６７×１０－１ １．９８６１４１４３５４２４ １．３９×１０－２ ２．０００２０５１４８７７６ ２．０５×１０－４

２ １．９９３８９５１１９４３６ ６．１０×１０－３ ２．０００１５１７００５４１ １．５２×１０－４ ２．０００００９１４０８４１ ９．１４×１０－６

３ ２．００００３２４８６３５４ ３．２５×１０－５ １．９９９９９９３８１２２１ ６．１９×１０－７ ２．００００００００５１９１ ５．１９×１０－９

４ １．９９９９９９９０８７８８ ９．１２×１０－８ ２．００００００００１４００ １．４０×１０－９ １．９９９９９９９９９９２５ ７．４７×１０－１１

４ 结论

  通过对高斯-勒让德求积公式余项的校正，在不
增加求积节点情况下，构造出一种高精度数值积分公
式．与原 ｎ 点高斯型积分公式相比，本文结果可提高

４ 阶代数精度；与文献［８］的校正公式相比，本文结
果可提高 ２ 阶代数精度．与此同时，数值算例结果表
明，用本文方法高精度计算定积分和二重积分可行、
有效．
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