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摘要：在ψ-混合序列下，利用指数不等式证明分位数估计的强相合性，并给出其 Ｂａｈａｄｕｒ表示．
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  设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是固定概率空间（Ω，犉，Ｐ）上的一
个随机变量序列，且具有相同的分布函数 Ｆ（ｘ）＝
Ｐ（Ｘ ≤ ｘ）．对于 ｐ ∈（０，１），定义ξｐ ＝ｉｎｆ｛ｘ：Ｆ（ｘ）≥
ｐ｝为 Ｆ（ｘ）的 ｐ 阶分位数，记为 Ｆ－１（ｐ），其中函数

Ｆ－１（ｔ），０ ＜ ｔ ＜ １，是 Ｆ 的广义逆函数，易知ξｐ 满足

Ｆ（ξｐ －）≤ ｐ ≤ Ｆ（ξｐ）．
  对于样本 Ｘ １，Ｘ ２，…，Ｘｎ，ｎ ≥ １，设 Ｆｎ（ｘ）＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝ １
Ｉ（Ｘｉ ≤ ｘ），ｘ ∈ Ｒ，表示经验分布函数．令

Ｆ－１
ｎ （ｐ）＝ｉｎｆ｛ｘ：Ｆｎ（ｘ）≥ ｐ｝，０＜ ｐ ＜ １，为 ｐ 阶样本
分位数．
  自从 Ｂａｈａｄｕｒ 给出独立样本下分位数估计的

Ｂａｈａｄｕｒ表示之后，有许多学者对此进行了研究，取
得了不少成果．如：对于强混合条件，文献［１］在特定
的条件下得到分位数估计的 Ｂａｈａｄｕｒ 表示．文献［２］
给出分位数核估计的 Ｂａｈａｄｕｒ 表示．在α-混合条件
下文献［３，４］给出分位数估计的 Ｂａｈａｄｕｒ 表示，并且
在相应的条件下给出比较好的收敛速度．文献［５］在
缺失数据下给出了条件分位数的经验似然区间．在

ＮＡ条件下，文献［６］给出分位数估计的 Ｂａｈａｄｕｒ 表
示，其收敛速度要优于 ｌｉｎｇ（２００８）［７］．之后文献［８］在
更弱的 ＮＯＤ样本下给出了 Ｂａｈａｄｕｒ表示．
  相合性是评价一个估计量好坏的常用标准．通
常，不满足相合性要求的估计一般不予考虑．在这方
面的研究有许多，如文献［９～ １１］分别在~φ、~ρ和α混
合序列下研究了估计量的相合性，并推广了相应的
结果．
  １９６３ 年 Ｂｌｕｍ 等［１２］引入了ψ-混合序列，证明该
混合条件下的一些强大数定律，并给出了一些随机过
程是ψ-混合序列的充要条件．之后，在ψ-混合样本线
性模型中吴群英［１３］研究了回归参数 Ｍ 估计的强相
合性．杨延召［１４］给出了ψ-混合序列线性形式具有强
稳定性的充分条件．朱业春等［１５］讨论了ψ-混合序列
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部分和的强大数定律，并对独立序列下的相应结果进
行了推广．
  本文主要采用文献［１６］中的指数不等式，在ψ-
混合序列条件下讨论分位数估计的强相合性及其

Ｂａｈａｄｕｒ表示．令Ｃ，ｃ 表示不依赖于ｎ 的正常数，且在
不同的地方取值可能不同．

１ 预备知识

  定义［１ ６］ 记 Ｆｍ
ｎ ＝σ（Ｘｉ，ｎ≤ ｉ≤ｍ），混合系数为

  ψ（ｎ）＝ｓｕｐ
ｍ≥ １

ｓｕｐ
Ａ∈Ｆｍ１ ，Ｂ∈Ｆ

∞
ｍ＋ｎ

，Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）≠０
｜ Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）－

１｜，如果当ｎ→∞时，ψ（ｎ）↓０，则称｛Ｘｎ｝ｎ≥ １ 为ψ-混
合序列．
  引理 １［１ ６］ 设｛Ｘｎ｝ｎ≥ １ 是ψ-混合序列，ＥＸ ｉ＝０，

｜Ｘｉ｜≤ｄ＜∞，ａ．ｓ．，ｉ＝１，２，…，０＜β＜ １，ｍ＝［ｎβ］，

Δ＝∑
ｎ

ｉ＝ １
ＥＸ ｉ

２．则对 ε＞ ０ 和 ｎ ≥ ２ 有

  Ｐ（｜∑
ｎ

ｉ＝ １
Ｘｉ｜＞ε）≤

２ｅ Ｃ １ ｅｘｐ｛－ ε２

２Ｃ ２（２Δ＋ｎβｄε）
｝，

其中，Ｃ １ ＝ｅｘｐ｛２ｅｎ １－βψ（ｍ）｝，Ｃ ２ ＝４［１＋ ４∑
２ｍ

ｉ＝ １
ψ（ｉ）］．

  引理 ２［１７］ 设 Ｆ（ｘ）是右连续的分布函数，则广
义逆函数 Ｆ－１（ｔ）在 ０ ＜ ｔ ＜ １ 非降且左连续，并且
满足

  （ｉ）Ｆ－１（Ｆ（ｘ））≤ ｘ，－∞ ＜ ｘ ＜＋∞；

  （ｉｉ）Ｆ（Ｆ－１（ｔ））≥ ｔ，０ ＜ ｔ ＜ １；

  （ｉｉｉ）Ｆ（ｘ）≥ ｔ ｘ ≥ Ｆ－１（ｔ）．
  引理 ３［１８］ 令 ｐ ∈ （０，１），ξｐ，ｎ ＝Ｆ－１

ｎ （ｐ）＝
ｉｎｆ ｛ｘ：Ｆｎ（ｘ）≥ ｐ｝，假设 Ｐ（Ｘｉ＝Ｘｊ）＝０，ｉ≠ ｊ ．那么

  ｐ ＜ Ｆｎ（ξｐ，ｎ）＜ ｐ ＋ １
ｎ
，ａ．ｓ．．

  引理 ４ 设｛Ｘｎ，ｎ ≥ １｝是具有相同分布函数

Ｆ（ｘ）的ψ-混合序列，其分布函数在ξｐ 的邻域犖 ｐ内

连续可导，密度函数满足 ０＜ ｑ＝ｓｕｐ｛ｆ（ｘ）：ｘ ∈犖ｐ｝

＜ ∞，其中 ｐ ∈（０，１），对任意满足 ｄｎ → ０，ｎ
１
２－βｄ ２

ｎ

ｌｏｇｎ →

∞， １
１＋λ＜β＜

１
２
，λ＞ １，ｎ → ∞ 的正实数序列

｛ｄｎ｝ｎ≥ １，记Ｄｎ＝［ξｐ －ｄｎ，ξｐ ＋ｄｎ］，ｍ＝［ｎβ］．若ψ（ｎ）

＝Ｏ（ｎ－λ），则有

  ｓｕｐ
ｘ∈Ｄｎ

｜（Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ））－（Ｆｎ（ξｐ）－ｐ）｜≤（１＋

ｑ）ｎ－
１
４ ｄｎ，ａ．ｓ．．

  证明  设 ｔｎ ＝ ｄｎｎ－ １
４ ，Ｓｒ，ｎ ＝ξｐ ＋ ｒｔ ｎ，Δｒ，ｎ ＝

Ｆｎ（Ｓｒ，ｎ）－Ｆ（Ｓｒ，ｎ）－Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ，ｒ＝０，± １，±２，…，

±ｍｎ，ｍｎ ＝［ｎ
１
４］＋ １，Ｄｎ  ［ξｐ －ｍｎｔ ｎ，ξｐ ＋ｍｎｔ ｎ］

＝ ∪
ｍｎ－１

ｒ＝ －ｍｎ
［ξｐ ＋ｒｔ ｎ，ξｐ ＋（ｒ ＋ １）ｔｎ］．

由于

  ｓｕｐ
ｘ∈Ｄｎ

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ｜≤

ｓｕｐ
ξｐ－ｍｎ ｔｎ≤ｘ≤ξｐ＋ｍｎ ｔｎ

｜ Ｆｎ（ｘ）－ Ｆ（ｘ）－ Ｆｎ（ξｐ）＋ ｐ ｜＝

ｍａｘ
－ｍｎ≤ｒ≤ｍｎ－１

ｓｕｐ
ξｐ＋ｒｔｎ≤ｘ≤ξｐ＋（ｒ＋１）ｔｎ

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ξｐ）＋

ｐ｜．
又对所有的 ｘ ∈ ［ξｐ ＋ｒｔ ｎ，ξｐ ＋（ｒ＋ １）ｔｎ］，由 Ｆｎ（ｘ）
是非降函数，利用微分中值定理可得

  Ｆｎ（ｘ）－ Ｆ（ｘ）－ Ｆｎ（ξｐ）＋ ｐ ≤ Ｆｎ（Ｓｒ＋１，ｎ）－
Ｆ（Ｓｒ，ｎ）－Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ＝Δｒ＋１，ｎ＋Ｆ（Ｓｒ＋１，ｎ）－Ｆ（Ｓｒ，ｎ）≤
Δｒ＋１，ｎ ＋ｑｔ ｎ， （１）

  Ｆｎ（ｘ）－ Ｆ（ｘ）－ Ｆｎ（ξｐ）＋ ｐ ≥ Ｆｎ（Ｓｒ，ｎ）－
Ｆ（Ｓｒ＋１，ｎ）－Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ＝Δｒ，ｎ＋Ｆ（Ｓｒ，ｎ）－Ｆ（Ｓｒ＋１，ｎ）≥
Δｒ，ｎ －ｑｔ ｎ． （２）
因此，根据（１），（２）式可得

  ｓｕｐ
ｘ∈Ｄｎ

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ｜≤

ｍａｘ
－ｍｎ≤ｒ≤ｍｎ

｜Δｒ，ｎ｜＋ｑｔ ｎ． （３）

又设ηｉ ＝Ｉ（Ｘｉ ≤ξｐ ＋ｒｔ ｎ）－ＥＩ（Ｘｉ ≤ξｐ ＋ｒｔ ｎ），ｉ ＝
１，２，… ，ｎ．显然η１，…，ηｎ 是ψ-混合随机变量，其中
混合系数不变，且 Ｅηｉ ＝０，｜ηｉ｜≤ ２，ｉ ＝１，２，…，Δ＝

∑
ｎ

ｉ＝ １
Ｅη

２
ｉ ≤ ４ｎ．从而根据引理 １ 即得

  Ｐ（｜Δｒ，ｎ ｜＞ ｔｎ）＝ Ｐ（｜Ｆｎ（Ｓｒ，ｎ）－ Ｆ（Ｓｒ，ｎ）－
Ｆｎ（ξｐ）＋ｐ｜＞ ｔｎ）≤ Ｐ（｜Ｆｎ（Ｓｒ，ｎ）－Ｆ（Ｓｒ，ｎ）｜＞
ｔｎ
２
）＋Ｐ（｜Ｆｎ（ξｐ）－ｐ｜＞

ｔｎ
２
）≤

４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－
ｎ ２（ｔｎ

２
）２

２Ｃ ２（８ｎ＋ ２ｎβ＋１ ｔｎ２
）
｝≤

４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－
ｎ ２（ｔｎ

２
）２

２Ｃ ２（８＋ｔｎ）ｎβ＋１
｝≤

４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－ ｎ
３
２ ｄ ２

ｎ

７２Ｃ ２ｎβ＋１
｝＝４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－ ｎ

１
２－βｄ ２

ｎ

７２Ｃ ２ ｌｏｇｎ
ｌｏｇｎ｝，

其中Ｃ １ 和Ｃ ２ 的定义见引理 １．由条件ψ（ｎ）＝Ｏ（ｎ
－λ），

１
１＋λ＜β＜

１
２
，λ＞ １，ｍ＝［ｎβ］，可得，

  Ｃ １ ＝ｅｘｐ｛２ｅｎ １－βψ（ｍ）｝≤ ｅｘｐ｛２ｅｃｎ １－βｎ－λβ｝＝
ｅｘｐ｛２ｅｃｎ １－（１＋λ）β｝≤ ｅｘｐ｛２ｃｅ｝，

  Ｃ ２ ＝４（１＋ ４∑
２ｍ

ｉ＝ １
ψ（ｉ））≤ ４（１＋ ４∑

∞

ｉ＝ １
ψ（ｉ））＜
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ｃ ＜ ∞．
因此有

  Ｐ（｜Δｒ，ｎ｜＞ ｔｎ）≤ ４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－ ｎ
１
２－βｄ ２

ｎ

７２Ｃ ２ ｌｏｇｎ
·

ｌｏｇｎ｝≤ Ｃ
ｎ ２，

由此得

  Ｐ（ ｍａｘ
－ｍｎ≤ｒ≤ｍｎ

｜Δｒ，ｎ｜＞ ｔｎ）≤ ∑
ｍｎ

ｒ＝ －ｍｎ

Ｐ（｜Δｒ，ｎ｜＞

ｔｎ）≤ Ｃ
ｎ ７／４．从而∑

∞

ｎ＝ １
Ｐ（ ｍａｘ

－ｍｎ≤ｒ≤ｍｎ
｜Δｒ，ｎ｜＞ ｔｎ）＜ ∞．

故由 Ｂｏｒｅｌ-Ｃｏｎｔｅｌｌｉ引理及（３）式可得

  ｓｕｐ
ｘ∈Ｄｎ

｜（Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ））－（Ｆｎ（ξｐ）－ｐ）｜≤（１＋

ｑ）ｎ－
１
４ ｄｎ，ａ．ｓ．．

２ 主要结果

  定理 １ 假设 ｐ ∈（０，１），｛Ｘｉ｝ｉ≥ １ 是具有相同的
分布函数 Ｆ（ｘ）的ψ-混合序列，其分布函数在ξ ｐ处

可导，满足 Ｆ′（ξｐ）＝ｆ（ξｐ）＞ ０．若 ｆ（ｘ）在ξｐ 的领域

内有界，且ψ（ｎ）＝Ｏ（ｎ
－λ），ｍ＝［ｎβ］，那么对任意满足

ｄｎ → ０，ｎ
１
２－βｄ ２

ｎ

ｌｏｇｎ → ∞， １
１＋λ＜β＜

１
２
，λ＞ １，ｎ → ∞

的正实数序列｛ｄｎ｝ｎ≥ １ 有ξ ｐ，ｎ－ξｐ ＝ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ），ａ．ｓ．．

  证明  对于任意的ε＞ ０ 有

  Ｐ（｜ξｐ，ｎ －ξｐ｜＞εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ（ξｐ，ｎ －ξｐ ＞

εｎ－ １
４ ｄｎ）＋Ｐ（ξｐ，ｎ －ξｐ ＜－εｎ－ １

４ ｄｎ）＝：Ｉ １ ＋Ｉ ２．
由引理 ２ 可得

  Ｉ １ ＝ Ｐ（ξｐ，ｎ －ξｐ ＞εｎ－ １
４ ｄｎ）＝ Ｐ（ξｐ，ｎ ＞ξｐ ＋

εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ｛ｐ ＞ Ｆｎ（ξｐ ＋εｎ－ １

４ ｄｎ）｝＝Ｐ｛－Ｆｎ（ξｐ ＋

εｎ－ １
４ ｄｎ）＞－ｐ｝＝Ｐ｛１－Ｆｎ（ξｐ ＋εｎ－ １

４ ｄｎ）－（１－

Ｆ（ξｐ ＋εｎ－ １
４ ｄｎ））＞ Ｆ（ξｐ ＋εｎ－ １

４ ｄｎ）－ｐ｝＝

Ｐ｛１ｎ∑
ｎ

ｉ＝ １

（ｗｉ －Ｅｗｉ）＞δ１｝，

其中ｗｉ ＝Ｉ（Ｘｉ ＞ξｐ ＋εｎ－ １
４ ｄｎ），δ１ ＝Ｆ（ξｐ ＋εｎ－ １

４ ｄｎ）

－ｐ．
  同理可得

  Ｉ ２ ＝Ｐ（ξｐ，ｎ －ξｐ ＜－εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ（ξｐ，ｎ ＜ξｐ －

εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ｛ｐ ＜ Ｆｎ（ξｐ －εｎ－ １

４ ｄｎ）｝＝Ｐ｛Ｆｎ（ξｐ －

εｎ－ １
４ ｄｎ）－Ｆ（ξｐ －εｎ－ １

４ ｄｎ）＞ ｐ －Ｆ（ξｐ －

εｎ－ １
４ ｄｎ）｝＝Ｐ｛１ｎ∑

ｎ

ｉ＝ １

（ｖｉ －Ｅｖ ｉ）＞δ２｝，

其中 ｖｉ ＝Ｉ（Ｘｉ ≤ξｐ －εｎ－ １
４ ｄｎ），δ２ ＝ｐ －Ｆ（ξｐ －

εｎ－ １
４ ｄｎ）．

  显然，序列｛ｗｉ－Ｅｗ ｉ｝１≤ｉ≤ｎ 和｛ｖｉ －Ｅｖ ｉ｝１≤ｉ≤ｎ 也
是ψ-混合序列，其混合系数不变，均值为 ０，并且有｜
ｗｉ －Ｅｗｉ｜≤ ２，｜ｖｉ－Ｅｖ ｉ｜≤ ２，ｉ＝１，２，…，Δ≤ ４ｎ．
从而由引理 １ 可得

  Ｐ（｜ξｐ，ｎ －ξｐ｜＞εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ｛１ｎ∑

ｎ

ｉ＝ １

（ｗｉ －

Ｅｗｉ）＞δ１｝＋Ｐ｛１ｎ∑
ｎ

ｉ＝ １

（ｖｉ －Ｅｖ ｉ）＞δ２｝≤

４ｅ Ｃ １ ｅｘｐ｛－
［ｎｍｉｎ（δ１，δ２）］２

２Ｃ ２［８ｎ＋ ２ｎ １＋βｍａｘ（δ１，δ２）］
｝≤

４ｅ Ｃ １ ｅｘｐ｛－ ｎ １－β［ｍｉｎ（δ１，δ２）］２

２Ｃ ２［８＋ ２ｍａｘ（δ１，δ２）］
｝，

其中 Ｃ １，Ｃ ２ 的定义见引理 １．又因为 Ｆ（ｘ）在ξｐ 点处

连续，Ｆ′（ξｐ）＞ ０，ξｐ 是不等式Ｆ（ｘ－）≤ ｐ≤Ｆ（ｘ）的
唯一解且 Ｆ（ξｐ）＝ｐ，由 Ｔａｙｌｏｒ展开得

  Ｆ（ξｐ ＋εｎ－ １
４ ｄｎ）－ｐ ＝ｆ（ξｐ）·εｎ－ １

４ ｄｎ ＋

ｏ（εｎ－ １
４ ｄｎ），

  ｐ －Ｆ（ξｐ －εｎ－ １
４ ｄｎ）＝ｆ（ξｐ）·εｎ－ １

４ ｄｎ ＋

ｏ（εｎ－ １
４ ｄｎ）．

  所以当 ｎ → ∞ 时有 ｍｉｎ（δ１，δ２）＝ ｆ（ξｐ）·

εｎ－ １
４ ｄｎ，ｍａｘ｛δ１，δ２｝→ ０．因此

  Ｐ（｜ξｐ，ｎ －ξｐ｜＞εｎ－ １
４ ｄｎ）＝Ｐ｛１ｎ∑

ｎ

ｉ＝ １

（ｗｉ －

Ｅｗ ｉ）＞δ１｝＋Ｐ｛１ｎ∑
ｎ

ｉ＝ １

（ｖｉ －Ｅｖ ｉ）＞δ２｝≤

４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－ ｎ １－β［ｍｉｎ（δ１，δ２）］２

２Ｃ ２［８＋ ２ｍａｘ（δ１，δ２）］
｝≤

４ｅＣ １ ｅｘｐ｛－ｆ ２（ξｐ）ε２ｎ
１
２－βｄ ｎ

２

（１６Ｃ ２ ＋ ２）ｌｏｇｎ
·ｌｏｇｎ｝≤ Ｃ

ｎ ２，

Ｃ １，Ｃ ２ 与引理 ４ 中的一致．于是∑
∞

ｎ＝ １
Ｐ（｜ξｐ，ｎ －ξｐ｜＞

εｎ－ １
４ ｄｎ）＜ ∞．再由 Ｂｏｒｅｌ-ｃｏｎｔｅｌｌｉ引理可得

  ξｐ，ｎ －ξｐ ＝ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ），ａ．ｓ．．

  定理 ２ ｛Ｘｎ，ｎ≥ １｝是具有相同分布函数 Ｆ（ｘ）
的ψ-混合序列，其分布函数在ξｐ 的邻域犖 ｐ 内连续

可导，密度函数满足 ０ ＜ ｑ ＝ ｓｕｐ｛ｆ（ｘ）：ｘ ∈犖ｐ ｝＜
∞，ｆ（ｘ）在ξｐ 的邻域内有界并且为正数，其中 ｐ ∈
（０，１），又假设Ｐ（Ｘｉ＝Ｘｊ）＝０，ｉ≠ ｊ ．那么对任意满足

ｄｎ → ０，ｎ
１
２－βｄ ２

ｎ

ｌｏｇｎ → ∞， １
１＋λ＜β＜

１
２
，λ＞ １，ｎ → ∞

的正实数序列｛ｄｎ｝ｎ≥ １，若ψ（ｎ）＝Ｏ（ｎ
－λ），ｍ＝［ｎβ］，则

  ξｐ，ｎ －ξｐ ＝－Ｆｎ（ξｐ）－Ｆ（ξｐ）
ｆ（ξｐ）

＋Ｏ（ｄｎｎ－ １
４），ａ．ｓ．．

  证明  由定理 １ 有

  ξ ｐ，ｎ－ξ ｐ＝ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ），ａ．ｓ．． （４）

４９１ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ·２１ Ｎｏ·２，Ａｐｒｉｌ ２０１４



由引理 ４ 可得

  Ｆｎ（ξｐ）－Ｆ（ξｐ）＝Ｆｎ（ξｐ，ｎ）－Ｆ（ξｐ，ｎ）＋

Ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ），ａ．ｓ．． （５）

又根据引理 ３，得

  Ｆｎ（ξｐ，ｎ）－ｐ ＝Ｏ（ｎ－１），ａ．ｓ．． （６）
根据（４）～ （６）式并利用 Ｔａｙｌｏｒ展开可得

  Ｆｎ（ξｐ）－Ｆ（ξｐ）＝Ｆ（ξｐ）－Ｆ（ξｐ，ｎ）＋Ｆｎ（ξｐ，ｎ）－

Ｆ（ξｐ）＋Ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ）＝Ｆ（ξｐ）－ Ｆ（ξｐ，ｎ）＋Ｏ（ｎ－１）＋

Ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ）＝Ｆ（ξｐ）－ ［Ｆ（ξｐ）＋ ｆ（ξｐ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）＋

１
２ ｆ′
（θｎ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）２］＋Ｏ（ｎ－１）＋Ｏ（ｎ－

１
４ ｄｎ）＝

－ｆ（ξｐ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）－ １
２ ｆ′
（θｎ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）２＋Ｏ（ｎ－１）＋

Ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ）＝－ｆ（ξｐ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）＋Ｏ（ｎ－

１
４ ｄｎ）＋Ｏ（ｎ－１）

＋Ｏ（ｎ－
１
２ ｄｎ

２）＝－ｆ（ξｐ）（ξｐ，ｎ －ξｐ）＋Ｏ（ｎ－
１
４ ｄｎ），

其中θｎ 是介于ξｐ，ｎ 与ξｐ 之间的随机变量．整理上式
可得

  ξｐ，ｎ －ξｐ ＝－Ｆｎ（ξｐ）－Ｆ（ξｐ）
ｆ（ξｐ） ＋Ｏ（ｄｎｎ－ １

４），ａ．ｓ．．
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