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摘要：在一些初值的假定下，利用Ｓｔｅｋｌｏｖ均值证明了一类具变指数非线性拟抛物方程弱解的唯一性．
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　　非线性拟抛物方程 （如ＧＢＢＭ方程、粘性扩散方

程等）是在物理、化学、经济和人口等大量实际问 题

中提出的一类重要的非线性发展方程．研究已表明具

退化和奇性的非线性拟抛物方程就来源于自然界中

广泛存在的扩散现象．
　　 在非线性拟抛物方程整体解的存在性方面已有

许多结果．文献［１］提出ＧＢＢＭ方程

　　ｕｔ－Δｕｔ＋·φ（ｕ）＝ｆ（ｕ）
的初值问题，应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法构造逼近解，通过抽

取逼近解的收敛子列并取极限得到整体光滑解的存

在性，还证明了整体解的唯一性，讨论了解的渐近行

为和“爆破”现 象．变 指 数 非 线 性 拟 抛 物 方 程 的 初 边

值问题是指

　　ｕｔ－γ
△ｕ
ｔ ＝ｄｉｖ（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕ）－

δ｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２　ｕ，ｘ∈Ω，ｔ＞０， （１）

　　ｕ＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０， （２）

　　ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω， （３）

其中ΩＲＮ 为具光滑边界的有界域，δ＞０为参数，

指数ｐ（ｘ）为定义于Ω上的连续函数，ｕ０（ｘ）为初值函

数，γ＞０为粘性系数，γ△ｕｔ
表示粘性松驰因子或粘

性．当γ＝０且ｐ（ｘ）为常数时，方程（１）为已知的ｐ
?Ｌａｐｌａｃｅ发展方程．
　　 对于方程（１），当ｐ（ｘ）为常数时该方程具有类

似文献［１］中提出的ＧＢＢＭ 方程形式，而且文献［２，

３］已证明此时方程弱解的存在性和唯一性．文献［４］
研究了非线性拟抛物方程

　　ｔ（ｕ－ｕｘｘ）－αｕｘｘ ＝λ｜ｕ｜ｕ
的初值问题，证明其整体解的存在性，并讨论了解的

渐近性．
　　 文献［１，４］研究的方程具有共同的特点：算子的

指数是确定的 数 值．而 近 年 来，在 弹 性 力 学、电 流 变

学、图像恢复、多方渗流、变分方法等领域的研究中，
人们注意到一类 具 有“逐 点 异 性”的 物 理 现 象．这 种

现象在数学上表现为，具有变指数增长性条件的非线

性问题．关于这种问题的研究也有较多结果［５～７］．
　　 本文把方程（１）中ｐ（ｘ）由常量扩展至变量，利

用Ｓｔｅｋｌｏｖ均值证明初边值问题弱解的唯一性（弱解

的存在性见文献［８］）．
　　 为叙述方便，假设γ＝δ＝１．因为当γ≠１，δ≠
１时，证明方法相同．为讨论问题（１）～（３），需要用到

空间Ｗｋ，ｐ（ｘ）（Ω），而关于Ｗｋ，ｐ（ｘ）（Ω）空间的理论详见
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文献［５，９，１０］．
　　引理１　设ｕ０∈Ｗ０

１，ｐ（ｘ）（Ω），ｐ（ｘ）∈Ｃ（Ω），对

φ ∈ Ｌ∞（ｔ１，ｔ２；Ｗ０
１，ｐ（ｘ）（Ω）） 及 φｔ ∈ Ｌ２（ｔ１，ｔ２；

Ｈ１（Ω）），问题（１）～（３）中的弱解ｕ在ＱＴ ＝Ω×（０，

Ｔ）上满足

　　∫Ω
ｕ（ｘ，ｔ１）φ（ｘ，ｔ１）ｄｘ ＋∫Ω

ｕ（ｘ，ｔ１）φ（ｘ，

ｔ１）ｄｘ＋∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
（ｕφ
ｔ＋

ｕφ
ｔ －

｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕφ＋｜ｕ｜ｐ
（ｘ）－２　ｕφ）ｄｘｄｔ＝

∫Ω
ｕ（ｘ，ｔ２）φ（ｘ，ｔ２）ｄｘ＋∫Ω

ｕ（ｘ，ｔ２）φ（ｘ，ｔ２）ｄｘ．

特别地，对φ∈Ｗ
１，ｐ（ｘ）
０ （Ω）有

　　∫Ω
（ｕ（ｘ，ｔ１）－ｕ（ｘ，ｔ２））φｄｘ＋∫Ω

（ｕ（ｘ，ｔ１）－

ｕ（ｘ，ｔ２））φｄｘ－∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕφ－

｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２　ｕφ）ｄｘｄｔ＝０． （４）

　　 证明 　 由φ∈Ｌ∞（ｔ１，ｔ２；Ｗ０
１，ｐ（ｘ）（Ω））及φｔ∈

Ｌ２（ｔ１，ｔ２；Ｈ１（Ω））知，存在函数序列｛φｋ｝，对固定的ｔ

∈ （ｔ１，ｔ２），φ（·，ｔ）∈Ｃ∞０ （Ω），当ｋ→ ∞ 时

　　‖φｋｔ－φｔ‖Ｌ２（ｔ１，ｔ２；Ｈ
１（Ω））→０，‖φｋ－

φ‖Ｌ∞（ｔ１，ｔ２；Ｗ０
１，ｐ（ｘ）（Ω））→０．

选取函数ｊ（ｓ）∈Ｃ∞０ （Ｒ），使得

　　ｊ（ｓ）≥０，ｓ∈Ｒ；ｊ（ｓ）＝０，｜ｓ｜＞１；

∫Ｒ
ｊ（ｓ）ｄｓ＝１．

对ｈ＞０，定义ｊｈ（ｓ）＝ １ｈｊ
（ｓ
ｈ
），且

　　ηｈ（ｔ）＝∫
ｔ－ｔ１－２ｈ

ｔ－ｔ２＋２ｈ
ｊｈ（ｓ）ｄｓ．

显然对任意的ｔ∈（ｔ１，ｔ２），ηｈ ∈Ｃ∞０ （ｔ１，ｔ２），有

ｌｉｍ
ｈ→０＋
ηｈ ＝１．又在弱解定义中选择φ＝φｋ（ｘ，ｔ）ηｈ（ｔ），则

　　∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ－∫

ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－

ｔ２＋２ｈ）ｄｘｄｔ＋∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ２＋２ｈ）ｄｘｄｔ＋∫

ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｔηｈｄｘｄｔ＋

∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｔηｈｄｘｄｔ－∫

ｔ２

ｔ１∫Ω
（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕφｋηｈ－

｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２　ｕφｋηｈ）ｄｘｄｔ＝０．
注意到

　　｜∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫Ω
（ｕφｋ）｜ｔ＝ｔ１ｄｘ｜＝｜∫

ｔ１＋３ｈ

ｔ１＋ｈ∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫
ｔ１＋３ｈ

ｔ１＋ｈ∫Ω
（ｕφｋ）｜ｔ＝ｔ１ｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ｜≤

ｓｕｐ
ｔ１＋ｈ＜ｔ＜ｔ１＋３ｈ∫Ω

｜（ｕφｋ）｜ｔ－（ｕφｋ）｜ｔ１｜ｄｘ，

且ｕ∈Ｃ（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）），所以当ｈ→０时，上式右端→
０．类似地，当ｈ→０时，有

　　｜∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ２＋２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫Ω
（ｕφｋ）｜ｔ＝ｔ２ｄｘ｜→０，

　　｜∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ１－２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫Ω
（ｕφｋ）｜ｔ＝ｔ１ｄｘ｜→０，

　　｜∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
ｕφｋｊｈ（ｔ－ｔ２＋２ｈ）ｄｘｄｔ－

∫Ω
（ｕφｋ）｜ｔ＝ｔ２ｄｘ｜→０．

令ｈ→０，ｋ→ ∞，得

　　∫Ω
ｕ（ｘ，ｔ１）φ（ｘ，ｔ１）ｄｘ＋∫Ω

ｕ（ｘ，ｔ１）φ（ｘ，

ｔ１）ｄｘ＋∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
（ｕφ
ｔ＋

ｕφ
ｔ －

｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕφ＋｜ｕ｜ｐ
（ｘ）－２　ｕφ）ｄｘｄｔ＝

∫Ω
ｕ（ｘ，ｔ２）φ（ｘ，ｔ２）ｄｘ＋∫Ω

ｕ（ｘ，ｔ２）φ（ｘ，ｔ２）ｄｘ．

特别地，对φ∈Ｗ
１，ｐ（ｘ）
０ （Ω），有

　　∫Ω
（ｕ（ｘ，ｔ１）－ｕ（ｘ，ｔ２））φｄｘ＋∫Ω

（ｕ（ｘ，ｔ１）－

ｕ（ｘ，ｔ２））φｄｘ－∫
ｔ２

ｔ１∫Ω
（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕφ－

｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２　ｕφ）ｄｘｄｔ＝０．
证毕．
　　 注１　 固定τ∈（０，Ｔ），令ｈ满足０＜τ＜τ＋ｈ

＜Ｔ，再令ｔ１＝τ，ｔ２＝τ＋ｈ，并用１
ｈ

乘以（４）式两边．

那么对φ∈Ｗ
１，ｐ（ｘ）
０ （Ω），得到

　　∫Ω
（ｕｈ（ｘ，τ））τφ（ｘ）ｄｘ＋∫Ω

（（ｕ）ｈ（ｘ，

τ））τφ（ｘ）ｄｘ＋∫Ω
（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２ｕ）ｈ（ｘ，

τ）φ（ｘ）ｄｘ＋∫Ω
（｜ｕ｜ｐ（ｘ）－２　ｕ）ｈ（ｘ，τ）φ（ｘ）ｄｘ＝０，

（５）
其中ｕｈ 表示ｕ的Ｓｔｅｋｌｏｖ均值，即

　　ｕｈ（ｘ，ｔ）＝
１
ｈ∫

ｔ＋ｈ

ｔ
ｕ（·，τ）ｄτ，ｔ∈ （０，Ｔ－ｈ），

０，ｔ＞Ｔ－ｈ
烅
烄

烆 ．
　　 定理１　 问题（１）～ （３）仅有一个弱解．
　　 证明 　 假设ｕ１，ｕ２ 为问题（１）～ （３）的两个弱

解．由（５）式有

　　∫Ω
（ｕ１（ｘ，τ）－ｕ２（ｘ，τ））ｈτφ（ｘ）ｄｘ＋∫Ω

（（ｕ１－
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ｕ２）ｈ（ｘ，τ））τφ（ｘ）ｄｘ＋∫Ω
（｜ｕ１｜ｐ（ｘ）－２ｕ１－

｜ｕ２｜ｐ（ｘ）－２ｕ２）ｈ（ｘ，τ）φ（ｘ）ｄｘ＋

∫Ω
（｜ｕ１｜ｐ（ｘ）－２　ｕ１－｜ｕ２｜ｐ（ｘ）－２　ｕ２）ｈ（ｘ，τ）φ（ｘ）ｄｘ＝０．

对固定的τ，取φ（ｘ）＝（ｕ１－ｕ２）ｈ∈Ｗ０
１，ｐ（ｘ）（Ω），得

　　∫Ω
（ｕ１（ｘ，τ） － ｕ２（ｘ，τ））ｈτ（ｕ１ － ｕ２）ｈｄｘ ＋

∫Ω
（ｕ１（ｘ，τ）－ｕ２（ｘ，τ））ｈτ（ｕ１－ｕ２）ｈｄｘ＝

－∫Ω
［（｜ｕ１｜ｐ（ｘ）－２ｕ１－｜ｕ２｜ｐ（ｘ）－２ｕ２）ｈ］·

（ｘ，τ）（ｕ１－ｕ２）ｈｄｘ－∫Ω
（｜ｕ１｜ｐ（ｘ）－２　ｕ１－

｜ｕ２｜ｐ（ｘ）－２　ｕ２）ｈ（ｘ，τ）（ｕ１－ｕ２）ｈｄｘ．
在区间（０，ｔ）上，把上式关于τ积分，得

　　∫Ω
｜（ｕ１－ｕ２）ｈ｜２（ｘ，ｔ）ｄｘ＋∫Ω

｜（ｕ１－

ｕ２）ｈ｜２（ｘ，ｔ）ｄｘ≤０．
从而

　　∫Ω
｜（ｕ１－ｕ２）ｈ｜２ｄｘ＝０；

因此ｕ１ ＝ｕ２．证毕．
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广西发现世界首例缺失型α地中海贫血突变基因

新闻时间：２０１３－１１－０７
　　记者５日从广西壮族自治区人民医院获悉，经过近２年的研究，该院检验科主管技师李友琼等医务人员发
现了世界首例缺失型α地中海贫血突变基因，并于日前在美国ＤＮＡ数据库成功注册。这一新突变基因的发
现，不仅丰富了世界地中海贫血突变基因数据库，同时为在临床上避免地贫患儿的降生及科学研究提供了新的
参考信息。

　　据介绍，该例缺失型α地中海贫血突变基因由李友琼等医务人员于２０１１年首次发现，携带者是当时到该
院做产前检查的一名孕妇。经过血红蛋白电泳、地贫基因筛查分析和相关医学科研院校的研究，并借助基因公
司深度测序平台的检测手段，最终于２０１２年底完成基因的鉴定工作。鉴定工作完成后，李友琼向世界三大

ＤＮＡ数据库之一的美国国立生物技术信息中心（ＮＣＢＩ）的ＧｅｎＢａｎｋ提交注册申请。通过 ＮＣＢＩ数据库专家
的审核认定，该新突变基因申请注册成功，并于２０１３年１０月１日起正式对外开放数据查询。

　　作为一种遗传性血液病，地中海贫血在全球分布广泛，以α和β地中海贫血最为常见，前者主要见于东南
亚、我国南方和少数非洲地区等地；后者主要高发于地中海地区、东南亚、我国南方、中东等地。李友琼介绍，对
于地中海贫血医学界尚无有效治疗手段，新突变基因的发现和成功鉴定对于从根本上预防和研究这一疾病有
着重大现实意义，也为日后进行基因治疗奠定了理论基础。

摘自新华网
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