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摘要：对形如Ｍｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ为相异的素数）的无平方因子的正整数是否为优美指数进行探讨，给出Ｍｎ 是完全

优美指数集合的充分条件和ｎ∏
ｎ－１

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ ≠２，３）是优美指数集合的充分条件，并找到一个几乎非优美指数集合．
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ｉ＝１
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ｄｅｘ　ｏｒ　ｎｏｔ．Ｔｗｏ　ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｅａｕｔｙ　ｉｎｄｅｘ　ｓｅｔ　ｗｅｒｅ　ｇｉｖｅｎ，ａｎｄ　ａｎ　ａｌｍｏｓｔ　ｎｏｎ－
ｂｅａｕｔｙ　ｉｎｄｅｘ　ｓｅｔ　ｗａｓ　ｆｏｕｎｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｂｅａｕｔｙ　ｉｎｄｅｘ，ｎｏｎ－ｂｅａｕｔｙ　ｉｎｄｅｘ，ｎｏ－ｓｑｕａｒｅ　ｄｉｖｉｓｏｒ

　　２００１年，Ａ．Ｍｕｒｔｈｙ在文献［１］中定义了优美指

数，即

　　定义１　对于一个正整数ｍ，如果存在另一个正

整数ｎ，可使ｍ＝
ｎ
ｄ（ｎ）

，则称ｍ 为优美指数，否则称

为非优美指数．
　　 定义１中的Ｎ 是全体正整数的集合，对于ｎ∈

Ｎ，记ｎ＝∏
ｓ

ｉ＝１
ｐｂｉｉ ，ｄ（ｎ）＝∏

ｓ

ｉ＝１

（ｂｉ＋１）．

　　 文献［１］还曾提出如下猜想：

　　 猜想１［１］　 对任意正整数ｍ，ｍ 都是优美指数．
但之后，乐茂华［２］证明６４不是优美指数，从而否定了

猜想 １．２００８ 年 吴 文 权 在 文 献［３］中 定 义 Ｍｎ ＝

ｍ　ｍ＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，ｎ≥１｛ ｝，ｐｉ（ｉ＝１，…，ｎ）为相异的素

数，并得出结论：（１）当对充分大的ｐｉ（ｉ＝１，…，ｎ），

ｍ 都是（非）优美指数，则称Ｍｎ 为无平方因子的几乎

（非）优美指数集合；（２）当对任意相异的素数ｐｉ（ｉ＝
１，…，ｎ），ｍ都是（非）优美指数，则称Ｍｎ 为无平方因

子的完全（非）优美指数集合．而且他找出了当ｎ＝１，

２，４，１１时，Ｍｎ 为完全优美指数的集合和当ｎ＝３时，

Ｍｎ 是几乎优美指数的集合，但是未能找到几乎非优

美集合．本文给出Ｍｎ 为完全优美指数集合的一个充

分条件和ｎＭｎ（ｐｉ ≠２，３）为优美指数集合的充分条

件，并找到一个几乎非优美指数集合．
　　 定理１　 若存在正整数ｒ≥１，使得方程２ｘ（ｒ＋
１）＝２ｒ 有正整数解ｎ，则Ｍｎ 是完全优美指数集合．
　　 证明 　（１）当ｐｉ（ｉ＝１，…，ｎ）中不包含２时，

　　∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝
∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ×２ｒ

２ｎ（ｒ＋１）
．

　　（２）当ｐｉ（ｉ＝１，…，ｎ）中包含２时，不妨令ｐ１＝
２，则有

　　２∏
ｎ－１

ｉ＝２
ｐｉ＝
∏
ｎ－１

ｉ＝２
ｐｉ×２ｒ

２ｎ－１（ｒ＋１）
．

　　 定理１得证．
　　 因为２ｘ（ｒ＋１）＝２ｒ 的正整数解有无穷多个，从
而验证文献［３］中的猜想Ｂ———“存在无穷多个ｎ≥

７６２广西科学　２０１３年８月　第２０卷第３期

DOI:10.13656/j.cnki.gxkx.2013.03.012



１，使得Ｍｎ 为完全优美指数集合”是正确的．

　　 定理２　∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ ＞２ｎ＋１ 且是相异的素数）是

非优美指数的充要条件是２ｎ 为非优美指数．
　　 证明 　 充分性．当２ｎ 是非优美指数时，假设

∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ＞２ｎ＋１相异的素数）是优美指数．则一定存

在正整数ｍ＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐβｉ＋１ｉ ∏

ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ （βｉ≥０，ｂｊ≥１且ｐｉ≠

ｑｊ）使得

　　∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝

∏
ｎ

ｉ＝１
ｐβｉ＋１ｉ ∏

ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ

∏
ｎ

ｉ＝１

（βｉ＋２）∏
ｋ

ｊ＝１

（ｂｊ＋１）
． （１）

由（１）式得

　　∏
ｎ

ｉ＝１

（βｉ＋２）∏
ｋ

ｊ＝１

（ｂｊ＋１）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐβｉｉ∏

ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ ． （２）

而等式

　　∏
ｎ

ｉ＝１

（βｉ＋２）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐβｉｉ （３）

不可能成立．因为当βｉ（ｉ＝１，…，ｎ）中有一个为０时，
等式左边为偶数，右边为奇数．又因为

　　ｐβｉｉ ＞βｉ＋２，ｐｉ ＞２
ｎ＋１，βｉ ≥１， （４）

因此βｉ≥１（ｉ＝１，…，ｎ）时，等式也不可能成立，所以

（２）式中ｊ≥１．又因为ｑｂｊｊ ≥ｂｊ＋１（ｊ＝１，…，ｋ），所
以

　　∏
ｎ

ｉ＝１

（βｉ＋２）≥∏
ｎ

ｉ＝１
ｐβｉｉ ． （５）

　　由（４）式知，当βｉ≥１（ｉ＝１，…，ｎ）时（５）式不成

立．则βｉ（ｉ＝１，…，ｎ）中必含有０，假设βｉ（ｉ＝１，…，

ｎ）中有ａ个１，不妨令当β１＝β２＝…＝βａ＝１，其余全

为０，代入（５）式得

　　３ａ ×２ｎ－ａ ≥∏
ａ

ｉ＝１
ｐｉ． （６）

　　 因为ｐｉ＞２ｎ＋１，由（６）式可得３ａ×２ｎ－ａ ≥∏
ａ

ｉ＝１
ｐｉ

≥２ａ（ｎ＋１），而此不等式不成立．同理可以证明，当βｉ（ｉ
＝１，…，ｎ）含有其他非０正整数时（５）式不成立，所以

只有当βｉ＝０（ｉ＝１，…，ｎ）时（５）式才成立．将βｉ＝０（ｉ
＝１，…，ｎ）代入（２）式可得

　　２ｎ∏
ｋ

ｊ＝１

（ｂｊ＋１）＝∏
ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ ． （７）

　　 又因为２ｎ 是非优美指数，那么（７）不可能成立，

所以∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，（ｐｉ ＞２ｎ＋１ 相异的素数）是非优美指数．

　　必要性．当∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ＞２ｎ＋１相异的素数）是非优

美指数时，假设２ｎ 是优美指数，则一定存在 ｍ ＝

∏
ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ （ｂｊ ≥１），使得

　　２ｎ ＝
∏
ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ

∏
ｋ

ｊ＝１

（ｂｊ＋１）
． （８）

因为ｐｉ ＞２ｎ＋１（ｉ＝１，…，ｎ），根据文献［３］可得，（８）
式中ｑｊ≠ｐｉ（ｊ＝１，…，ｋ，ｉ＝１，…，ｎ），所以（８）可变

为∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝

∏
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ∏

ｋ

ｊ＝１
ｑｂｊｊ

２ｎ∏
ｋ

ｊ＝１

（ｂｊ＋１）
．又因为 ∏

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ ＞２ｎ＋１

相异的素数）是非优美指数，所以此式不可能成立，
那么２ｎ 是非优美指数．
　　 定理２得证．

　　 吴文权在文献［４］中给出形如ｍ＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐａｉ－１ｉ ，

（ａｉ ≥ｉ整数）为非优美指数的充要条件，本文定理２
是在此基础上扩大了ｐｉ 的取值范围，做了一个当ａｉ
＝２，（ｉ＝１，…，ｎ）的 特 例，进 一 步 验 证 文 献［４］
的报道。

　　 定 理 ３　 当 ｎ 为 大 于 等 于 ５ 的 素 数 时，

ｎ∏
ｎ－１

ｉ＝１
ｐｉ（ｐｉ ≠２且ｐｉ ≠３）为优美指数．

　　 证明 　 因为ｎ为大于等于５的素数，则有

　　ｎ∏
ｎ－１

ｉ＝１
ｐｉ＝

ｎ２∏
ｎ－１

ｉ＝１
ｐｉ×３２×２ｎ－１

３２×２ｎ－１×ｎ
．

　　 定理３得证．
　　 蒲永锋等［５］已证明２１３ 为非优美指数，而由定理

２可知，当ｐｉ＞２１４（ｉ＝１，…，１３）时，∏
１３

ｉ－１
ｐｉ 为非优美

指数．又由定理３可得１３∏
１２

ｉ＝１
ｐｉ 为优美指数（当ｐｉ≠

２且ｐｉ ≠３时），所以Ｍ１３ 为几乎非优美指数集合．
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