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摘要：利用上下解方法和Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ度理论讨论一类四阶两点边值问题的三解性问题，给出该问题存在三

个解的一个充分条件．
关键词：边值问题　上下解方法　Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ度理论
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　　对于四阶两点边值问题：

　　ｕ（４）（ｔ）－ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ），ｕ″（ｔ），ｕ（ｔ））＝０，０
＜ｔ＜１， （１）

　　ｕ（０）＝ｕ′（１）＝０，ａｕ″（０）－ｂｕ（０）＝０，ｃｕ″（１）＋
ｄｕ（１）＝０， （２）
其中ａ，ｃ＞０，ｂ，ｄ≥０，ρ∶＝ａｄ＋ｂｃ＋ａｃ，ｆ∶［０，１］

×Ｒ４→Ｒ连续，文献［１］利用上下解方法和Ｓｃｈａｕｄｅｒ
不动点定理得到其解的存在唯一性；文献［２～５］对

该问题的多解性进行过研究．本文将利用上下解方法

和Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ度理论，研究一定条件下，边值问

题（１），（２）三解的存在性，给出该问题存在三解的一

个充分条件．

１　 预备知识

　　 定义１［１］　 称α，β∈Ｃ
４［０，１］为边值问题（１），

（２）的下解和上解，若条件

　　α（４）（ｔ）－ｆ（ｔ，α（ｔ），α′（ｔ），α″（ｔ），α（ｔ））≤０，０
＜ｔ＜１， （３）

　　α（０）＝α′（１）＝０，ａα″（０）－ｂα（０）≥０，ｃα″（１）＋
ｄα（１）≥０， （４）
和

　　β
（４）（ｔ）－ｆ（ｔ，β（ｔ），ｕ′（ｔ），β″（ｔ），β（ｔ））≥０，

０＜ｔ＜１， （５）

　　β（０）＝β′（１）＝０，ａβ″（０）－ｂβ（０）≤０，ｃβ″（１）＋
ｄβ（１）≤０ （６）
成立．
　　 注１［２］　 若不等式（３）和（５）严格成立，则称α，

β分别为边值问题（１），（２）的严格下、上解．
　　 注２［２］　 设ｕ是边值问题（１），（２）的一个解，若

α是边值问题（１），（２）的严格下解且满足α≤ｕ，则在

（０，１）上有α＜ｕ．对严格上解也有类似的结论成立．
　　 定义２［１］　 设ｆ ∈Ｃ（［０，１］×Ｒ４，Ｒ），α，β∈
Ｃ（［０，１］，Ｒ），且α（ｔ）≤β（ｔ）．称ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）满

足关于α，β的Ｎａｇｕｍｏ条件，如果存在［０，∞）上的连

续函数ｈ（ｓ）＞０，使得

　　｜ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）｜≤ｈ（｜ｙ｜）， （７）

４６２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．３，Ａｕｇｕｓｔ　２０１３
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　　∫
∞

０

ｓ
ｈ（ｓ）ｄｓ＝∞．

（８）

　　 为表述方便，给出几个假设：

　　（Ｈ１）边值问题（１），（２）有两个严格下解α１，α２
和两个严格上解β１，β２，且满足α１≤α２≤β２，α１≤β１
≤β２，β１ ≤α２；

　　（Ｈ２）设（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）∈［０，１］×［α１（ｔ），β２（ｔ）］

×［α′１（ｔ），β′２（ｔ）］×［α″１（ｔ），β″２（ｔ）］×Ｒ，ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，

ｘ，ｙ）∶［０，１］×Ｒ４→Ｒ是一个连续函数，且关于ｕ，

ｖ，ｘ，ｙ是单调非减的；

　　（Ｈ３）ｆ关于α１（ｔ），β２（ｔ）满足Ｎａｇｕｍｏ条件．

２　 主要结果

　　 假设（Ｈ３）成立，可取Ｃ ＞０，λ＝ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

β″２（ｔ）

－ ｍｉｎ
ｔ∈［０，１］

α″１（ｔ）满足

　　∫
Ｃ

λ

ｓ
ｈ（ｓ）ｄｓ＞λ．

（９）

　　对ｕ∈Ｃ［０，１］，定义‖ｕ‖∞＝ｍａｘ｛｜ｕ（ｔ）｜∶
ｔ∈ ［０，１］｝，再取Ｌ＝ｍａｘ｛‖α１‖∞，‖β２‖∞，Ｃ，

２λ｝．定义函数

　　Ｆ３（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）＝
Ｆ２（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，Ｌ），ｙ＞－Ｌ，

Ｆ２（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ），｜ｙ｜≤Ｌ，

Ｆ２（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，－Ｌ），ｙ＜－Ｌ．
烅
烄

烆
　　Ｆ２（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）＝
Ｆ１（ｔ，ｕ，ｖ，β″２，ｙ），ｘ＜β″２，

Ｆ１（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ），β″２ ≤ｘ≤α″１，

Ｆ１（ｔ，ｕ，ｖ，α″１，ｙ），ｘ＞α″１．
烅
烄

烆
　　Ｆ１（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）＝
Ｆ（ｔ，ｕ，β′２，ｘ，ｙ），ｖ＞β′２，

Ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ），α′１ ≤ｖ≤β′２，

Ｆ（ｔ，ｕ，α′１，ｘ，ｙ），ｖ＜α′１．
烅
烄

烆
　　Ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）＝
ｆ（ｔ，β２，ｖ，ｘ，ｙ），ｕ＞β２，

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ），α１ ≤ｕ≤β２，

ｆ（ｔ，α１，ｖ，ｘ，ｙ），ｕ＜α１．
烅
烄

烆
则 Ｆ３ ∶ ［０，１］× Ｒ４ → Ｒ 连 续． 若 取 Ｍ ＞
ｍａｘ｛‖α１‖∞，‖β２‖∞｝，则 对 （ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）∈
［０，１］×Ｒ４，有｜Ｆ３（ｔ，ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）｜≤Ｍ．
　　 现考虑方程

　　ｕ（４）（ｔ）－Ｆ３（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ），ｕ″（ｔ），ｕ（ｔ））＝０，

０＜ｔ＜１． （１０）

　　引理１　若ｕ（ｔ）是边值问题（１０），（２）的解，且条件

（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，则ｕ（ｔ）是边值问题（１），（２）的解．

　　证明　由Ｆ的定义可知，要证引理１只需证明，
对边值问题（１０），（２），下列不等式成立：

　　α１（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤ β２（ｔ），α′１（ｔ）≤ ｕ′（ｔ）≤

β′２（ｔ），β″２（ｔ）≤ｕ″（ｔ）≤α″１（ｔ）， （１１）

　　｜ｕ（ｔ）｜≤Ｌ． （１２）

　　 先证明（１１）式成立．利用反证法，假设β″２（ｔ）≤
ｕ″（ｔ），ｔ∈ ［０，１］不成立，则存在ｔ０ ∈ ［０，１］，使得

β″２（ｔ０）－ｕ″（ｔ０）＝ｍａｘｔ∈［０，１］
｛β″２（ｔ）－ｕ″（ｔ）｝＞０．

　　 情形１　当ｔ０∈（０，１）时，有β″２（ｔ０）＞ｕ″（ｔ０），

β２（ｔ０）≡ｕ（ｔ０），β
（４）
２ （ｔ０）≤ｕ（４）（ｔ０），再结合（Ｈ１）

有

　　β
（４）
２ （ｔ０） ≤ ｕ（４）（ｔ０）＝ Ｆ３（ｔ０，ｕ（ｔ０），ｕ′（ｔ０），

ｕ″（ｔ０），ｕ（ｔ０）） ＝ Ｆ２（ｔ０，ｕ（ｔ０），ｕ′（ｔ０），ｕ″（ｔ０），

β２（ｔ０））＝
Ｆ１（ｔ０，ｕ（ｔ０），ｕ′（ｔ０），β″２（ｔ０），β２（ｔ０））．
　　 若ｕ′（ｔ０）＜β′２（ｔ０），ｕ（ｔ０）＜β２（ｔ０），由ｆ的单

调性及β２ 的定义，上式可化简为

　　β
（４）
２ （ｔ０） ≤ Ｆ（ｔ０，ｕ（ｔ０），β′２（ｔ０），β″２（ｔ０），

β２（ｔ０））≤ ｆ（ｔ０，β２（ｔ０），β′２（ｔ０），β″２（ｔ０），β２（ｔ０））

＜β
（４）
２ （ｔ０）．

　　 对于另外三种情况：ｕ′（ｔ０）＜β′２（ｔ０），ｕ（ｔ０）≥

β２（ｔ０）；ｕ′（ｔ０）≥β′２（ｔ０），ｕ（ｔ０）≥β２（ｔ０）和ｕ′（ｔ０）

≥β′２（ｔ０），ｕ（ｔ０）＜β２（ｔ０），同 理 可 得β
（４）
２ （ｔ０）＜

β
（４）
２ （ｔ０），产生矛盾．
　　 情形２　当ｔ０＝０时，有β″２（０）＞ｕ″（０），β２（０）

≤ｕ（０）．再由（２）式和（６）式有

　　ａβ″２（０）－ｂβ２（０）≤０＝ａｕ″（０）－ｂｕ（０），
从而ａ（β″２（０）－ｕ″（０））≤ｂ（β２（０）－ｕ（０））与ａ＞
０，ｂ≥０，产生矛盾．
　　 情形３　当ｔ０＝１时，有β″２（１）＞ｕ″（１），β２（１）

≥ｕ（１）．再由（２）式和（６）式有

　　ｃβ″２（１）＋ｄβ２（１）≤０＝ｃｕ″（１）＋ｄｕ（１），
从而ｃ（β″２（１）－ｕ″（１））≤ｄ（ｕ（１）－β２（１））与ｃ＞
０，ｄ≥０，产生矛盾．于是有β″２（ｔ）≤ｕ″（ｔ），ｔ∈ ［０，

１］．同理可证ｕ″（ｔ）≤α″１（ｔ），ｔ∈ ［０，１］，即

　　β″２（ｔ）≤ｕ″（ｔ）≤α″１（ｔ）．
对上式两端从ｔ到１积分，得

　　β′２（１）－β′２（ｔ）≤ｕ′（１）－ｕ′（ｔ）≤α′１（１）－
α′１（ｔ）．
结合上下解的条件：ｕ（０）＝ｕ′（１）＝０，α（０）＝α′（１）＝
０，β（０）＝β′（１）＝０，可得

　　α′１（ｔ）≤ｕ′（ｔ）≤β′２（ｔ）．
再对上式两端从０到ｔ积分并化简，可得

　　α１（ｔ）≤ｕ（ｔ）≤β２（ｔ）．
从而证明（１１）式成立．
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　　 再证明（１２）式成立．假设存在ｔ∈ ［０，１］，使得

｜ｕ（ｔ）｜＞Ｌ．不失一般性，设ｕ（ｔ）＞Ｌ．由中值定

理及β″２（ｔ）≤ｕ″（ｔ）≤α″１（ｔ），ｔ∈［０，１］知，存在θ∈
（０，１）使得ｕ（θ）＝ｕ″（１）－ｕ″（０）≤λ＜Ｌ．因为

ｕ（ｔ）∈Ｃ［０，１］，则存在区间［ｔ１，ｔ２］ ［０，１］（或
［ｔ２，ｔ１］ ［０，１］），使得

　　ｕ（ｔ１）＝λ，ｕ（ｔ２）＝Ｌ，λ＜ｕ（ｔ）＜Ｌ，ｔ∈（ｔ１，

ｔ２）． （１３）
由（７）式有

　　｜ｕ（４）（ｔ）｜＝｜Ｆ３（ｔ，ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ）｜＝｜ｆ（ｔ，ｕ，

ｕ′，ｕ″，ｕ）｜≤ｈ（｜ｕ｜），ｔ∈ （ｔ１，ｔ２），
则

　　｜∫
ｔ２

ｔ１

ｕ（ｔ）ｕ（４）（ｔ）
ｈ（ｕ（ｔ））

ｄｔ｜≤｜∫
ｔ２

ｔ１
ｕ（ｔ）ｄｔ｜≤λ．

（１４）

　　 而由（１３）式和（９）式有

　　｜∫
ｔ２

ｔ１

ｕ（ｔ）ｕ（４）（ｔ）
ｈ（ｕ（ｔ））

ｄｔ｜＝｜∫
Ｌ

λ

ｓ
ｈ（ｓ）ｄｓ｜＞λ．

（１５）
于是（１４）式与（１５）式产生矛盾，所以｜ｕ（ｔ）｜≤Ｌ，

ｔ∈ ［０，１］．从而ｕ（ｔ）就是边值问题（１），（２）的解．
　　定理１　若条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，则边值问题

（１），（２）有三个解ｕ１，ｕ２，ｕ３，且在［０，１］上满足

　　αｉ ≤ｕｉ≤βｉ，α′ｉ≤ｕ′ｉ≤β′ｉ，β″ｉ≤ｕ″ｉ≤α″ｉ，

ｉ＝１，２， （１６）

　　ｕ３ ≥β１，ｕ″３ ≤β″１，ｕ３ ≤α２，ｕ″３ ≥α″２． （１７）

　　 证明 　 定义算子Ｔ∶Ｃ［０，１］→Ｃ１［０，１］为

　　（Ｔｕ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）Ｆ３（ｔ，ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ）ｄｓ，

那么边值问题（１０），（２）有解，当且仅当（Ｉ－Ｔ）（ｕ）＝
０．其中

　　Ｇ（ｔ，ｓ）＝
１
ρ

（ｃ＋ｄ－ｃｔ）（ｂ＋ａｓ），０≤ｓ≤ｔ≤１，
（ｂ＋ａｔ）（ｃ＋ｄ－ｃｓ），０≤ｔ≤ｓ≤１．｛

令Ω＝｛ｕ∈Ｃ３［０，１］∶‖ｕ‖ ＜ＰＭ ＋Ｌ｝，其中Ｐ

＞ｍａｘ｛ｍａｘ
ｔ∈［０，１］∫

１

０
｜Ｇ（ｔ，ｓ）｜ｄｓ，１｝．

　　 对ｕ∈Ω，Ｔｕ＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）Ｆ３（ｔ，ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ）ｄｓ

≤Ｍ∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｄｓ＜ＰＭ ＜ＰＭ＋Ｌ．故Ｔ（Ω）Ω且

是全连续的，从而

　　ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω，０）＝ｄｅｇ（Ｉ，Ω，０）＝１．
令Ω１＝｛ｕ∈Ω∶ｕ″＞β″１｝，Ω２＝｛ｕ∈Ω∶ｕ″＜α″１｝．
由条件（Ｈ１），α２ ≥β１，α″２≥α″１＞Ｌ，β″１≤β″２＜Ｌ，
有

　　Ω１ ≠  ≠ Ω２，Ω１ ∩Ω２ ＝ ，Ω３ ＝

Ω＼｛Ω１ ∪Ω２｝≠ ．
又由（Ｈ１）和注２知，该问题在Ω１∪Ω２上无解，即

ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω１ ∪Ω２，０）＝０．由度的区域可加性，
有

　　ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω，０）＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω３，０）＋ｄｅｇ（Ｉ－
Ｔ，Ω１，０）＋ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω２，０）．
类似可证ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω１，０）＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω２，０）＝１．
从而ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，Ω３，０）＝－１．
　　由Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ度理论知边值问题（１０），（２）
有三个解，分别在Ω１，Ω２ 和Ω３ 内．结合引理１知，边
值问题（１），（２）有三个解且满足（１６）式和（１７）式．定
理１得证．
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