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摘要：在二层信用条件下，建立零售商相关成本极小化的多物品经济生产 量 模 型，讨 论 模 型 最 优 解 的 存 在 性、唯

一性以及寻求方法，并用具体的数值例子验证模型的有效性．
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　　信用支付是当代商业活动中常见的一种短期商

业信贷方式，它可以刺激买方增加订购量，减少卖方

的库存费用．若供应商提供给零售商信用支付期的同

时零售商也提供给顾客信用支付期，则称此商业活动

为二层信用支付．近几年来，有关二层信用策略的库

存问题引起了许多学者的兴趣．例如，文献［１］建立二

层信用期下的两货栈库存模型，并采用均值不等式证

明模型存在唯一的最优解。文献［２］假设需求率是时

间的线性递增函数来研究二层信用策略下的零售商

的最优订购策略．文献［３］考虑零售商允许顾客货款

部分延期支付的二层信用期的库存问题．文献［４］在

模糊环境下讨论关于二层信用策略的库存模型的最

优解．文献［５］根据物品的种类不同提供给顾客不同

的信用期，研 究 二 层 信 用 策 略 下 经 济 订 货 量（ＥＯＱ）

模型．由于现实生活中，补货率往往是有限的，因而不

少研究者都在补货有限的条件下研究二层信用支付

的库存问题．具有代表性的研究成果有，文献［６］建立

补货率 与 需 求 率 均 为 常 数 的 经 济 生 产 量（ＥＰＱ）模

型，并讨论经济模型的最优解的存在性与唯一性．文

献［７］进一步考虑物品有变质的情形，分析了ＥＰＱ模

型的最优订货策略问题．文献［８］探讨需求与零售商

提供给顾客信用期限有关的ＥＰＱ模型，而文献［９］进
一步考虑销 售 价 格 对 需 求 的 影 响、物 品 有 变 质 的 情

形，对文献［８］的结论进行了扩展．
　　基于二层信用策略的ＥＰＱ模型中，考虑多物品

情形的研究成果很少．然而由于商品需求的多样性，
多物品库存 模 型 也 受 到 了 越 来 越 多 研 究 者 的 关 注，
如：文献［１０］研 究 多 物 品 多 约 束 条 件 的ＥＯＱ模 型，
并采用遗传算法求其最优解．文献［１１］讨论需求受时

间与销售措施影响的多物品库存模型的最优解．文献

［１２］在模 糊 环 境 下，建 立 需 求 受 价 格 影 响 的 多 物 品

ＥＰＱ模型．文献［１３］探 讨 需 求 受 库 存 水 平 影 响 的 易

变质多物品库存模型的最优订解．
　　本文在上述文献的基础上，继续研究二层信用策
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略下的多物品ＥＰＱ模型，证明模型最优解的存在性

与唯一性，并给出数值例子来验证模型的有效性．

１　符号说明与假设

１．１　符号说明

　　Ｄｉ 表示第ｉ类商品的年需求率，Ｐ表示年补货

率Ｐ≥Ｄｉ，ρｉ＝１－Ｄｉ／Ｐ，Ａ表示每一个周期的订购

费，Ｔ表示补货周期，ｈ表示单位商品单位时间的库

存维持费，ｃｉ 表示第ｉ类商品的单位购买成本，ｓｉ 表

示第ｉ类商品的单位销售价格，Ｉｅ 表示每年每单位货

币的收益利率，Ｉｃ 表示每年每单位货币的支付利率．
１．２　模型假设

　　（１）不允许缺货，提前期为零．

　　（２）供 应 商 提 供 给 零 售 商 信 用 期 Ｍ ，在 信 用 期

［０，Ｍ］之内，零售商不须向供应商支付任何费用，零

售商的销售收入可以存入银行赚得利息；信用期结束

时，零售商须在时点ｔ＝Ｍ 支付全部货款，而且还要

为未销售及已经销售但未收到货款的商品支付利息．
　　（３）零售商提供给顾客的第ｉ类物品的信用期为

Ｎｉ（Ｎ１≤Ｎ２≤…≤Ｎｎ≤Ｍ），假如顾客在时刻ｔ＝
ｔ０ 时购买商品，那么需在时刻ｔ＝ｔ０＋Ｎｉ时付清货款

（ｉ＝１，…，ｎ）．其中利息计算方法参考文献［６］．

２　模型建立

　　在一个订 货 周 期 ［０，Ｔ］内，零 售 商 的 各 项 成 本

费用如下．
　　订购费：Ａ．

　　存储费：∑
ｎ

ｉ＝１
ｈＤｉＴ２ρｉ／２．

　　支付利息与收益利息：根据假设，需分Ｔ＋Ｎｎ≤
Ｍ、Ｔ＋Ｎｍ ≤Ｍ ＜Ｔ＋Ｎｍ＋１（１≤ｍ≤ｎ－１）与Ｍ

＜Ｔ＋Ｎ１ 三种情形来计算．

　　情形１　Ｔ＋Ｎｎ ≤Ｍ ．在信用期内零售商已经

销售完所有商品，所以支付利息ＩＰ１ ＝０；在 ［０，Ｍ］
内可以获得利息，所以收益利息为

　　ＩＥ１ ＝Ｉｅ∑
ｎ

ｉ＝１

［ｓｉＤｉＴ
２

２ ＋ｓｉＤｉＴ（Ｍ－Ｎｉ－Ｔ）］．

此情形下的平均成本为

　　ＴＶＣ１（Ｔ）＝ＡＴ ＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｈＤｉＴρｉ
２ －Ｉｅ∑

ｎ

ｉ＝１

［ｓｉＤｉＴ
２ ＋

ｓｉＤｉ（Ｍ－Ｎｉ－Ｔ）］． （１）

　　情形２　Ｔ＋Ｎｍ≤Ｍ＜Ｔ＋Ｎｍ＋１，ｍ＝１，２，…，

ｎ－１．因为在信用期内零售商已经销售完ｍ类商品，
所以有ｍ类商品的销售收入可以获得收益利息，而ｎ
－ｍ类商品未能在信用期内销售完，因此在 ［０，Ｍ－

Ｎｊ］内可以获得第ｊ类商品销售收入的利息，在 ［Ｍ
－Ｎｊ，Ｔ］内应为第ｊ（ｊ＝ｍ＋１，…，ｎ）类未销售以及

已销售但未收到货款的商品支付利息．所以收益利息

ＩＥ２，ｍ 与支付利息ＩＰ２，ｍ 分别是

　　ＩＥ２，ｍ ＝Ｉｅ∑
ｍ

ｉ＝１

［ｓｉＤｉＴ
２

２ ＋ｓｉＤｉＴ（Ｍ－Ｎｉ－Ｔ）］＋

１
２∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｓｉＩｅＤｉ（Ｍ－Ｎｉ）２，

　　ＩＰ２，ｍ ＝ １２∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｃｉＩｃＤｉ（Ｔ＋Ｎｉ－Ｍ）２ ．

此情形下的平均成本为

　　ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）＝ ＡＴ ＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｈＤｉＴρｉ
２ ＋

１
２Ｔ∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｃｉＩｃＤｉ（Ｔ＋Ｎｉ－Ｍ）２－Ｉｅ∑

ｍ

ｉ＝１

［ｓｉＤｉＴ
２ ＋

ｓｉＤｉ（Ｍ－Ｎｉ－Ｔ）］－ １２Ｔ∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｓｉＩｅＤｉ（Ｍ－Ｎｉ）２，ｍ＝

１，２，…，ｎ－１． （２）

　　情形３　Ｍ＜Ｔ＋Ｎ１ ．在［０，Ｍ－Ｎｉ］内可获得

ｉ类商品销售收入的利息，在 ［Ｍ－Ｎｉ，Ｔ］内应为第ｉ
类没有销售以及已销售但未收到货款的商品支付利

息，其中ｉ＝１，…，ｎ．所以收益利息ＩＥ３ 与支付利息

ＩＰ３ 分 别 为ＩＥ３ ＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
ｓｉＩｅＤｉ （Ｍ－Ｎｉ）２，ＩＰ３ ＝

１
２∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＩｃＤｉ（Ｔ＋Ｎｉ－Ｍ）２ ．此 情 形 下 的 平 均 成 本

为

　　ＴＶＣ３（Ｔ）＝ ＡＴ ＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｈＤｉＴρｉ
２ ＋

１
２Ｔ∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＩｃＤｉ（Ｔ＋Ｎｉ－Ｍ）２－

１
２Ｔ∑

ｎ

ｉ＝１
ｓｉＩｅＤｉ（Ｍ－Ｎｉ）２ ． （３）

因此在一个订货周期 ［０，Ｔ］内库存系统的相关成本

ＴＶＣ（Ｔ）可以表示为

　　ＴＶＣ（Ｔ）＝
ＴＶＣ１（Ｔ），Ｔ＋Ｎｎ ≤Ｍ；

ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ），Ｔ＋Ｎｍ ≤Ｍ ≤Ｔ＋Ｎｍ＋１，１≤ｍ≤
　　ｎ－１；

ＴＶＣ３（Ｔ），Ｍ ≤Ｔ＋Ｎ１

烅

烄

烆 ．
　　我 们 的 目 标 是 确 定 最 优 的 订 货 周 期Ｔ＊ 使 得

ＴＶＣ（Ｔ）最小，所以其数学模型为

　　ｍｉｎＴＶＣ（Ｔ）

　　ｓ．ｔ．Ｔ＞０． （４）

３　模型的最优解

　　引理１　ＴＶＣ１（Ｔ）在区间［０，Ｍ－Ｎｎ］上存在

２２１ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１３



唯一的最小值解Ｔ＊
１ ．

　　证 明　分 别 求 ＴＶＣ１（Ｔ）一 阶 导 数 与 二 阶 导

数，得

　 　ＴＶＣ′１（Ｔ）＝－ Ａ
Ｔ２ ＋

１
２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｄｉ（ｈρｉ ＋ｓｉＩｅ），

ＴＶＣ″１（Ｔ）＝２ＡＴ３ ＞０．

令ＴＶＣ′１（Ｔ）＝０，得

　　Ｔ１ ＝ ２Ａ／∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄｉ（ｈρｉ＋ｓｉＩｅ槡 ）． （５）

易 见，在（０，＋!）上ＴＶＣ１（Ｔ）是严格凸函数，因此函

数ＴＶＣ１（Ｔ）在 （０，Ｔ１］上 递 减，在 ［Ｔ１，＋ !）上 递

增．当Ｔ１＋Ｎｎ≤Ｍ ，时Ｔ＊
１ ＝Ｔ１ ；当Ｔ１＋Ｎｎ＞Ｍ

时Ｔ＊
１ ＝Ｍ－Ｎｎ ．

　　引理２　ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）在区间 ［Ｍ－Ｎｍ＋１，Ｍ－Ｎｍ］
上存在唯一的最小值点Ｔ＊２，ｍ，ｍ＝１，２，…，ｎ－１．
　　 证明 　 分别求ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）的一阶导数与二阶

导数，得

　　ＴＶＣ′２，ｍ（Ｔ）＝ －１２Ｔ２
［２Ａ－∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１

（ｓｉＩｅ－

ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｍ－Ｎｉ）２］＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｈＤｉρｉ
２ ＋∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１

ｃｉＩｃＤｉ
２ ＋

∑
ｍ

ｉ＝１

ｓｉＩｅＤｉ
２ ．

　　ＴＶＣ″２，ｍ（Ｔ）＝ １Ｔ３
［２Ａ－∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１

（ｓｉＩｅ－

ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｎｉ－Ｍ）２］．

　　若２Ａ－∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１

（ｓｉＩｅ－ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｍ－Ｎｉ）２ ＞０，则

ＴＶＣ″２，ｍ（Ｔ）＞０，故ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）是（０，＋!）上的严格

凸函数．令ＴＶＣ′２，ｍ（Ｔ）＝０，得

　　Ｔ２，ｍ ＝

２Ａ－∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
Ｄｉ（Ｎｉ－Ｍ）２（ｓｉＩｅ－ｃｉＩｃ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈＤｉρｉ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓｉＩｅＤｉ＋∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｃｉＩｃＤ槡 ｉ

． （６）

所以ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）在 （０，Ｔ２，ｍ］单调递减，在 ［Ｔ２，ｍ，＋
!）单调递增．因此，当Ｔ２，ｍ＋Ｎｍ ≤Ｍ＜Ｔ２，ｍ＋Ｎｍ＋１

时，Ｔ＊
２，ｍ ＝Ｔ２，ｍ．当Ｔ２，ｍ ＋Ｎｍ ＞Ｍ 时，Ｔ＊

２，ｍ ＝Ｍ－
Ｎｍ．当Ｍ ≥Ｔ２，ｍ ＋Ｎｍ＋１ 时，Ｔ＊

２，ｍ ＝Ｍ－Ｎｍ＋１ ．

　　若２Ａ－∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１

（ｓｉＩｅ－ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｎｉ－Ｍ）２ ≤０，有

ＴＶＣ′２，ｍ（Ｔ）＞０，可 知ＴＶＣ２，ｍ（Ｔ）是 单 调 递 增 函

数，其最小值在Ｔ＊
２，ｍ ＝Ｍ－Ｎｍ＋１ 取得．

　　引理３　ＴＶＣ３（Ｔ）在区间 ［Ｍ－Ｎ１，＋!）上存

在唯一的最小值点Ｔ＊
３ ．

　　证 明　分 别 求ＴＶＣ３（Ｔ）的 一 阶 导 数 与 二 阶 导

数得

　　ＴＶＣ′３（Ｔ）＝ －１２Ｔ２
［２Ａ－∑

ｎ

ｉ＝１

（ｓｉＩｅ－

ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｍ－Ｎｉ）２］＋∑
ｎ

ｉ＝１

（ｈρｉ＋ｃｉＩｃ）Ｄｉ
２

，

　　ＴＶＣ″３（Ｔ）＝ １Ｔ３
［２Ａ－∑

ｎ

ｉ＝１

（ｓｉＩｅ－

ｃｉＩｃ）Ｄｉ（Ｍ－Ｎｉ）２］．

　　若２Ａ－∑
ｎ

ｉ＝１

（ｓｉＩｅ －ｃｉＩｃ）Ｄｉ （Ｍ－Ｎｉ）２ ＞０，

ＴＶＣ″３（Ｔ）＞０，则ＴＶＣ３（Ｔ）是（０，＋!）严格凸函数，

令ＴＶＣ′３（Ｔ）＝０，得

　　Ｔ３ ＝
２Ａ－∑

ｎ

ｉ＝１
Ｄｉ（Ｎｉ－Ｍ）２（ｓｉＩｅ－ｃｉＩｃ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄｉ（ｈρｉ＋ｃｉＩｃ槡 ）

．

（７）

　　因此函数ＴＶＣ３（Ｔ）在 （０，Ｔ３］上递减，在 ［Ｔ３，＋
!）上递增．当Ｍ＜Ｔ３＋Ｎ１ 时，Ｔ＊３ ＝Ｔ３．当Ｍ≥Ｔ３

＋Ｎ１ 时，Ｔ＊３ ＝Ｍ－Ｎ１ ．若２Ａ－∑
ｎ

ｉ＝１

（ｓｉＩｅ－ｃｉＩｃ）Ｄｉ

（Ｍ－Ｎｉ）２≤０，则ＴＶＣ′３（Ｔ）＞０，所以ＴＶＣ３（Ｔ）是

单调递增函数，其最小值在Ｔ＊３ ＝Ｍ－Ｎ１ 时取得．

　　定 理１　假 设 ＴＶＣ（Ｔ＊）是 模 型（４）的 最 优

值，则

　　ＴＶＣ（Ｔ＊）＝ ｍｉｎ｛ＴＶＣ１（Ｔ＊
１ ），ＴＶＣ２，１（Ｔ＊

２，１），

ＴＶＣ２，２（Ｔ＊
２，２），…，ＴＶＣ２，ｎ－１（Ｔ＊

２，ｎ－１），ＴＶＣ３（Ｔ＊
３ ）｝．

　　定理１表 明，库 存 系 统 存 在 唯 一 的 最 优 订 购 策

略，且可以通过下面的方法确定最优订购策略：首先

根据引理１、引 理２及 引 理３分 别 求 出Ｔ＊
１ ，Ｔ＊

２，ｍ 及

Ｔ＊
３ （ｍ＝１，２，…，ｎ－１．），然后由定理１确定库存系

统 最 优 的 订 货 周 期 Ｔ＊ 及 最 优 库 存 系 统 成 本

ＴＶＣ（Ｔ＊）．

４　数值例子

　　假设库存参数：ｎ＝４，Ａ＝４５０，ｈ＝１０，Ｉｃ＝０．０６，

Ｉｅ＝０．０４，Ｐ＝２９００，ｓ１＝７０，ｓ２＝８０，ｓ３＝９０，ｓ４＝９５；

ｃ１＝４０，ｃ２＝４５，ｃ３＝５０，ｃ４＝５５；Ｄ１＝２５００，Ｄ２＝２７００，

Ｄ３ ＝２８００，Ｄ４ ＝２３００；ρ１ ＝Ｄ１／Ｐ，ρ２ ＝Ｄ２／Ｐ，ρ３ ＝
Ｄ３／Ｐ，ρ４ ＝Ｄ４／Ｐ；Ｎ１ ＝３０／３６５，Ｎ２ ＝３５／３６５，Ｎ３ ＝
４０／３６５，Ｎ４＝４５／３６５．试验结果见表１、表２和表３．

　　表１的数据结果表明：当其他参数不变时，供应

商提供给零售商的信用期 Ｍ 越大时，零 售 商 的 最 优

订货周期Ｔ＊ 及最优库存系统成本ＴＶＣ（Ｔ＊）就越

３２１广西科学　２０１３年５月　第２０卷第２期



表１　Ｍ 的变化对最优值的影响

Ｔａｂｌｅ　１　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｎｇｅ　ｏｆ　Ｍｏｎ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｖａｌｕｅ

Ｍ　 Ｔ＊ ＴＶＣ（Ｔ＊）

５０／３６５　 Ｔ３＝０．０８３４５　 ＴＶＣ（Ｔ３）＝９４４８．４３
５５／３６５　 Ｔ２，３＝０．０８７５８　 ＴＶＣ（Ｔ２，３）＝９０１４．９９
６０／３６５　 Ｔ２，１＝０．０８６８０　 ＴＶＣ（Ｔ２，１）＝８５６６．２２
６５／３６５　 Ｔ２，２＝０．０８５７７　 ＴＶＣ（Ｔ２，２）＝８１０８．２２
６７／３６５　 Ｔ１＝０．０８４３７　 ＴＶＣ（Ｔ１）＝７８９８．９０
７０／３６５　 Ｔ１＝０．０８４３７　 ＴＶＣ（Ｔ１）＝７５４４．６６

表２　Ｉｅ的变化对最优值的影响（Ｍ＝５５／３６５）

Ｔａｂｌｅ　２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｎｇｅ　ｏｆ　Ｉｅｏｎ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｖａｌｕｅ

Ｉｅ Ｔ＊ ＴＶＣ（Ｔ＊）

０．０２０　 Ｔ３＝０．０８９８８　 ＴＶＣ（Ｔ３）＝９２５１．７５
０．０３０　 Ｔ３＝０．０８６０９　 ＴＶＣ（Ｔ３）＝９１２９．８５
０．０３５　 Ｔ３＝０．０８４３４　 ＴＶＣ（Ｔ３）＝９０７２．１６
０．０４０　 Ｔ２，３＝０．０８７５８　 ＴＶＣ（Ｔ２，３）＝９０１４．９９
０．０４５　 Ｔ２，１＝０．０８６３９　 ＴＶＣ（Ｔ２，１）＝８９５４．４５
０．０５０　 Ｔ２，２＝０．０８５２４　 ＴＶＣ（Ｔ２，２）＝８８９３．８９

表３　Ｎｉ（ｉ＝１，…，４）的变化对最优值的影响（Ｍ＝５５／３６５）

Ｔａｂｌｅ　３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｈａｎｇｅ　ｏｆ　Ｎｉ（ｉ＝１，…，４）ｏｎ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉ－
ｍａｌ　ｖａｌｕｅ

Ｎｉ（ｉ＝１，…，４） Ｔ＊ ＴＶＣ（Ｔ＊）

Ｎ１＝２８／３６５，Ｎ２＝
３０／３６５，Ｎ３＝３５／３６５，
Ｎ４＝４２／３６５

Ｔ２＝０．０８６８７　ＴＶＣ２＝８６６８．３０３

Ｎ１＝３０／３６５，Ｎ２＝
３５／３６５，Ｎ３＝４０／３６５，
Ｎ４＝４５／３６５

Ｔ２＝０．０８７５８　ＴＶＣ２＝９０１４．９９

Ｎ１＝３０／３６５，Ｎ２＝
３６／３６５，Ｎ３＝４１／３６５，
Ｎ４＝４８／３６５

Ｔ２＝０．０８７７６　ＴＶＣ２＝９１２７．７５

Ｎ１＝３５／３６５，Ｎ２＝
４０／３６５，Ｎ３＝４５／３６５，
Ｎ４＝５０／３６５

Ｔ３＝０．０８３４５　ＴＶＣ３＝９４４８．４３

Ｎ１＝３８／３６５，Ｎ２＝
４２／３６５，Ｎ３＝４５／３６５，
Ｎ４＝５２／３６５

Ｔ３＝０．０８３６７　ＴＶＣ３＝９５８７．７６

Ｎ１＝４０／３６５，Ｎ２＝
４３／３６５，Ｎ３＝４７／３６５，
Ｎ４＝５３／３６５

Ｔ３＝０．０８３８３　ＴＶＣ３＝９７１４．２５

小．从表２中不难看出：当其他参数不变时，随着收益

利率Ｉｅ 的增大，零售商的最优订货周期Ｔ＊ 及最优库

存系统成本ＴＶＣ（Ｔ＊）都减小．从表３可 以 看 出：当

其他参数不 变 时，随 着 零 售 商 提 供 给 顾 客 的 信 用 期

Ｎｉ（ｉ＝１，…，４）的增大，零售商 的 最 优 订 货 周 期Ｔ＊

及最优库存系统成本ＴＶＣ（Ｔ＊）也 增 大．这 表 明，零

售商要降低库存相关成本，就需要争取尽可能长的信

用支付期Ｍ，而 尽 可 能 降 低 提 供 给 顾 客 的 延 期 支 付

期Ｎｉ，ｉ＝１，…，４．
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