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摘要：研究艾拉姆咖分布次序统计量的性质，给出其密度函数，数学期望和方差，证明它的间隔不独立且不同

分布．
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　　艾拉姆咖分布最早由俄罗斯的研究人员在研究
武器装备的维修时间时引入，此分布在装备的维修理
论中具有重要的作用．国内对这类分布统计的性质进
行研究的学者很少．文献［１］对艾拉姆咖分布的特点
进行分析，还在全样本场合下运用极大似然法对分布
的参数进行估计，并通过实例验证了这种分布的可行
性和实用性．文献［２］研究艾拉姆咖分布的小样本区
间估计和检验问题，并运用实例证实在对装备维修工
时的估计时，用艾拉姆咖分布进行估计的精度比用指
数分布高．文献［３］在定数截尾样本下研究参数的极
大似然估计，并在全样本场合下给出参数的精确区间
估计和近似区间估计，最后用实例说明精确区间估计
优于近似区间估计．本文给出艾拉姆咖分布次序统计
量的密度函数，计算其数学期望和方差，并且证明次
序统计量的间隔不独立，且不同分布．

１　预备知识

　　艾拉姆咖分布的分布函数和密度函数分别为

　　Ｆ（ｘ）＝１－（１＋２ｘθ
）ｅ－

２ｘ
θ， （１）

　　ｆ（ｘ）＝４ｘθ２
ｅ－

２ｘ
θ， （２）

式中ｘ＞０，参数θ＞０．
　　 引理［４］　 设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，公共分
布函数Ｆ（ｘ）和密度函数ｆ（ｘ），Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）为

其次序统计量，则

　　（ｉ）（Ｘ（ｉ），Ｘ（ｊ））（ｉ＜ｊ）的联合密度函数为

　　ｆｉｊ（ｙ，ｚ）＝
ｎ！

（ｉ－１）！（ｊ－ｉ－１）！（ｎ－ｊ）！
［Ｆ（ｙ）］ｉ－１［Ｆ（ｚ） －

Ｆ（ｙ）］ｊ－ｉ－１［１－Ｆ（ｚ）］ｎ－ｊｆ（ｙ）ｆ（ｚ），
其中，ｙ≤ｚ．
　　（ｉｉ）第ｉ个次序统计量Ｘ（ｉ）的密度函数为

　　ｆｉ（ｘ）＝ ｎ！
（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！

Ｆｉ－１（ｘ）［１－

Ｆ（ｘ）］ｎ－ｋｆ（ｘ）．
特别地，Ｘ（１）和Ｘ（ｎ）的密度函数分别为

　　ｆ１（ｘ）＝ｎ［１－Ｆ（ｘ）］ｎ－１　ｆ（ｘ），ｆｎ（ｘ）＝
ｎＦｎ－１（ｘ）ｆ（ｘ）．

２　 次序统计量的性质

　　 设Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）是来自艾拉姆咖分布（１）

的ｎ个次序统计量，则第ｉ个次序统计量Ｘ（ｉ）的密度

函数为

　　ｆｉ（ｘ）＝ ｎ！
（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！

［Ｆ（ｘ）］ｉ－１［１－
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Ｆ（ｘ）］ｎ－ｉｆ（ｘ）＝ ｎ！
（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！

·

４ｘ
θ２∑

ｉ－１

ｊ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
（－１）ｊ（１＋２ｘθ

）ｎ－ｉ＋ｊｅ－
２（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｘ

θ ＝

４ｎ！
（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑

ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ２
ｋｘｋ＋１

θｋ＋２
ｅ－

２（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｘ
θ ，ｘ＞０．

　　 第ｉ个次序统计量Ｘ（ｉ）的ｋ（ｋ为正整数）阶原点
矩为

　　Ｅ（Ｘｋ（ｉ））＝
４ｎ！

（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑
ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ ２
ｋ

θｋ＋２∫
＋∞

０
ｘｍ＋ｋ＋１ｅ－

２（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｘ
θ ｄｘ＝

ｎ！θｍ
２ｍ（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑

ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ
（ｍ＋ｋ＋１）！

（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｍ＋ｋ＋２
．

当ｋ＝１时，Ｘ（ｉ）的数学期望为

　　Ｅ（Ｘ（ｉ））＝
ｎ！θ

２（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑
ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ
（ｋ＋２）！

（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｋ＋３
．

当ｋ＝２时，Ｘ（ｉ）的二阶原点矩为

　　Ｅ（Ｘ２（ｉ））＝
ｎ！θ２

４（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑
ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ
（ｋ＋３）！

（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｋ＋４
．

因此，第ｉ个次序统计量Ｘ（ｉ）的方差为

　　Ｄ（Ｘ（ｉ））＝
ｎ！θ２

４（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑
ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ
（ｋ＋３）！

（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｋ＋４
－

［ ｎ！θ
２（ｉ－１）！（ｎ－ｉ）！∑

ｉ－１

ｊ＝０
∑
ｎ－ｉ＋ｊ

ｋ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
ｎ－ｉ＋ｊ（ ）ｋ

·

（－１）ｊ
（ｋ＋２）！

（ｎ－ｉ＋ｊ＋１）ｋ＋３
］２．

特别地，当ｉ＝１时最小次序统计量Ｘ（１）的密度函数

为

　　ｆ１（ｘ）＝４ｎ∑
ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｋ
２ｋ

θｋ＋２
ｘｋ＋１ｅ－

２ｎｘ
θ ，ｘ＞０．

可以看到，上式为伽玛分布密度函数的线性组合．
Ｘ（１）的数学期望为

　　Ｅ（Ｘ（１））＝θ２∑
ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｋ
（ｋ＋２）！
ｎｋ＋２ ．

Ｘ（１）的方差为

　　Ｄ（Ｘ（１））＝θ
２

４∑
ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｋ
（ｋ＋３）！
ｎｋ＋３ －

θ２
４ ∑

ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｋ
（ｋ＋２）！
ｎｋ＋［ ］２

２

．

当ｉ＝ｎ时，最大次序统计量Ｘ（ｎ）的密度函数为

　　ｆｎ（ｘ）＝４ｎ∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｊ （）ｊｋ·
（－１）ｊ２

ｋｘｋ＋１

θｋ＋２
ｅ－

２（ｊ＋１）ｘ
θ ，ｘ＞０．

Ｘ（ｎ）的数学期望为

　　Ｅ（Ｘ（ｎ））＝ｎθ２∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｊ （）ｊｋ·
（－１）ｊ

（ｋ＋２）！
（ｊ＋１）ｋ＋３

．

Ｘ（ｎ）的方差为

　　Ｄ（Ｘ（ｎ））＝ｎθ
２

４∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｊ （）ｊｋ·
（－１）ｊ

（ｋ＋３）！
（ｊ＋１）ｋ＋４

－

ｎθ
２∑

ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０

ｎ－１（ ）ｊ （）ｊｋ （－１）ｊ （ｋ＋２）！（ｊ＋１）ｋ＋［ ］３
２

．

　　 定理 　 设Ｘ１，Ｘ２ 独立同分布，且都服从（１）式
的艾拉姆咖分布，Ｘ（１），Ｘ（２）为其次序统计量，则其次
序统计量的间隔 Ｘ（１），Ｘ（２）－Ｘ（１） 不独立，且不同
分布．
　　 证明 　 由于（Ｘ（１），Ｘ（２））的密度函数为

　　ｆ（ｘ１，ｘ２）＝ ｎ！
（ｎ－２）！ｆ

（ｘ１）ｆ（ｘ２）［１－

Ｆ（ｘ２）］ｎ－２ ＝１６ｎ
（ｎ－１）
θ４

ｘ１·

∑
ｎ－２

ｋ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
２ｋ

θｋ
ｘｋ＋１２ ｅ－

２ｘ１＋２（ｎ－１）ｘ２
θ ，０＜ｘ１ ≤ｘ２ ＜＋∞．

令Ｙ１ ＝Ｘ（１），Ｙ２ ＝Ｘ（２）－Ｘ（１），则ｘ１ ＝ｙ１，ｘ２ ＝ｙ１
＋ｙ２，由于其雅可比行列式Ｊ＝１，得到（Ｙ１，Ｙ２）的联
合密度函数为

　　ｇ（ｙ１，ｙ２）＝ｆ（ｙ１，ｙ１＋ｙ２）｜Ｊ｜＝

１６ｎ（ｎ－１）
θ４ ｙ１（ｙ１＋ｙ２）∑

ｎ－２

ｋ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
２ｋ

θｋ
（ｙ１＋

ｙ２）ｋｅ－
２ｙ１＋２（ｎ－１）（ｙ１＋ｙ２）

θ ＝１６ｎ（ｎ－

１）∑
ｎ－２

ｋ＝０
∑
ｋ＋１

ｊ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
ｋ＋１（ ）ｊ

２ｋ

θｋ＋４ｙ
ｋ－ｊ＋２
１ ｙｊ２ｅ－

２ｎｙ１＋２（ｎ－１）ｙ２
θ ，

０＜ｙ１ ≤ｙ１＋ｙ２，
因此Ｙ１ 的密度函数为

　　ｇ１（ｙ１）＝∫
＋!

－!
ｇ（ｙ１，ｙ２）ｄｙ２ ＝１６ｎ（ｎ－

１）∑
ｎ－２

ｋ＝０
∑
ｋ＋１

ｊ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
ｋ＋１（ ）ｊ

２ｋ

θｋ－ｊ＋３
·ｙ

ｋ－ｊ＋２
１ ｅ－

２ｎｙ１
θｊ！

［２（ｎ－１）］ｊ＋１
，

ｙ１ ＞０．
（下转第１０６页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｏｎ　ｐａｇｅ　１０６）　　
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ｇ（ａ）．易证‖ａ＋ｃ‖→２，‖ａ＋ｂ‖＝（∑
∞

ｉ＝１

（‖ｘｉｎ０‖

＋‖ｘｉ‖）ｐ）
１
ｐ ≥ （∑

∞

ｉ＝１

（ｆ（ｘｉｎ０）＋‖ｘｉ‖）
ｐ）１ｐ ＝‖ａ＋

ｃ‖．故有 ‖ａ＋ｂ‖ →２．因为ｌｐ 是一致凸，则有ｂ→
ａ，ｃ→ａ，即

　　ｆｉ（ｘｉｎ０）→ ‖ｘｉ‖，‖ｘ
ｉ
ｎ０‖ → ‖ｘｉ‖． （１）

　　１）若ｘｉ ≠０，则ｆｉ（
ｘｉｎ０
‖ｘｉｎ０‖

）→１．类似可证

ｆｉ（
ｘｉｎｊ
‖ｘｎｊ

ｉ‖
）→ １，ｊ ＝ ０，１，…，ｋ． 故 有 ｆｉ（∑

ｋ

ｊ＝０

ｘｉｎｊ
‖ｘｉｎｊ‖

）→ｋ＋１．而Ｘｉ是ω?强凸，所以｛
ｘｉｎ
‖ｘｉｎ‖

｝是

相对紧集．因此有 ｘｉｎ
‖ｘｉｎ‖ →

ｘｉ
‖ｘｉ‖

．由（１）式得

ｘｉｎ →ｘｉ．

　　２）若ｘｉ＝０，显然 ｘｉｎ
‖ｘｉｎ‖→

ｘｉ
‖ｘｉ‖
成立．由引理

４知ｘｎ→ｘ．所以｛ｘｎ｝是相当紧集，即ｌｐ（Ｘｉ）是ω?强
凸的．
　　 例１　 存在一个无穷维Ｘ是ωＤＣ，但Ｘ不是
（ｋ－１）ＤＣ．
　　 证明 　 设ｋ≥２，ｋ∈Ｎ＋，ｉ１＜ｉ２＜ … ＜ｉｋ．对
每一个ｘ＝ （ａ１，ａ２，…）∈ｌ２，令

　　‖ｘ‖２ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ （∑
ｋ

ｊ＝１
｜ａｉｊ｜）２＋ ∑

ｉ≠ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ

ａ２ｉ．

由文献［１２］知，ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ （ｌ
２，‖·‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ）是

ｋＵＲ，从而Ｘ是ｋＤＣ．由定理２知，Ｘ是ωＤＣ，但Ｘ不
是（ｋ－１）ＤＣ．令ｅｉｊ＝（０，０，…，

烐烏 烑
１

ｉ

，０，…），ｊ＝１，２，…，

ｋ，则 ‖ｅｉｊ‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝１，ｊ＝１，２，…，ｋ，而且｛ｅｉｊ｝
ｋ
ｊ＝１

是线性无关的，∑
ｋ

ｊ＝１
‖ｅｉｊ‖ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ ＝ｋ，故ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 不

是（ｋ－１）严格凸，因而ｘｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 不是（ｋ－１）ＤＣ．
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Ｙ２ 的密度函数为

　　ｇ２（ｙ２）＝∫
＋!

－!
ｇ（ｙ１，ｙ２）ｄｙ１ ＝１６ｎ（ｎ－

１）∑
ｎ－２

ｋ＝０
∑
ｋ＋１

ｊ＝０

ｎ－２（ ）ｋ
ｋ＋１（ ）ｊ

２ｋ（ｋ－ｊ＋２）！
θｊ＋１（２ｎ）ｋ－ｊ＋３

·

ｙｊ２ｅ－
２（ｎ－１）ｙ２

θ ，ｙ２ ≥０．
　　 由于ｇ（ｙ１，ｙ２）≠ｇ１（ｙ１）ｇ２（ｙ２），且ｇ１（ｙ１）与

ｇ２（ｙ２）的密度函数不相同，所以Ｘ（１）与Ｘ（２）－Ｘ（１）不

独立，且不同分布．
　　推论　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ独立同分布，且都服从
（１）式的艾拉姆咖分布，Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｎ）为其次序

统计量，则其次序统计量的间隔Ｘ（１），Ｘ（２）－Ｘ（１），…，

Ｘ（ｎ）－Ｘ（ｎ－１）不独立，且不同分布．
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