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摘要：在任意转向角度的情况下，依据汽车轮胎侧偏特性，建立电动助力转向（ＥＰＳ）系统动力学模型．应用Ｌｙａｐ－
ｎｕｏｎ稳定性理论分析模型的参数对模型零点稳定性的影响，并结合汽车转向部件的实际特性，给出模型零点稳

定性时的充分条件．
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　　近年来，电动助力转向（Ｅｌｅｃｔｒｉｃ　Ｐｏｗｅｒ　Ｓｔｅｅｒ－
ｉｎｇ，简称ＥＰＳ）系统已成为汽车技术发展的一个关键
环节，其性能关系到汽车行驶的稳定性和安全性．国
外的研究人员曾采用几种不同自由度的ＥＰＳ系统动
力学模型分析ＥＰＳ系统对汽车稳定性的影响，国内
也有一些学者对ＥＰＳ动力学模型的稳定性进行过研
究．刘照等［１］将三自由度的转向系统动力学模型和车
辆横向动力学模型相结合，以频域法分析影响系统稳
定性的因素．但由于ＥＰＳ系统是一个多变量非线性
系统，频域分析还不能全面地反映影响电动助力转向
系统的因素．文献［２］将五自由度的ＥＰＳ系统动力学
模型与驾驶员模型结合，构造汽车非线性闭环ＥＰＳ

系统模型，并用常微分方程稳定性理论研究整车参数
对汽车稳定性的影响．以上研究只是针对汽车小转角
情况进行ＥＰＳ稳定性分析．为了简化模型并能全面
地分析系统的稳定性，本文在汽车任意转角的情况
下，建立ＥＰＳ系统的动力学模型，并针对ＥＰＳ系统
的平衡点，应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论［３］分析了ＥＰＳ
系统稳定性与模型物理参数的相互联系．同时给出一
组系统的结构参数，并计算得到该参数下系统的临界
失稳速度．系统临界失稳速度随系统的结构参数值变
化而改变，在实际ＥＰＳ系统的设计中可以尝试对满
足条件的模型参数进行组合，从而选择符合实际需要
的最佳模型参数．

１　ＥＰＳ系统的动力学模型

１．１　两自由度操纵模型

　　最简单的车辆操纵模型可以由一单质量刚体来
表示，在外力和外力矩作用下，该刚体具有三个自由
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度，即纵向运动、侧向运动和横摆运动［４］．当汽车在水
平面内以一定的速度行驶时，可忽略汽车的纵向运
动，即可将汽车近似的看成两自由度的线性系统
（１．１）和（１．２）．

　　ｍｖ（β′＋ω）＋（Ｋｆ＋Ｋｒ）β＋
Ｌ１Ｋｆ－Ｌ２Ｋｒ

ｖ ω ＝

Ｋｆδ， （１．１）

　　Ｉｚω′＋Ｌ
２
２Ｋｒ＋Ｌ２１Ｋｆ
ｖ ω ＋ （Ｌ１Ｋｆ －Ｌ２Ｋｒ）β ＝

Ｌ１Ｋｆδ， （１．２）

式中，ｍ、ｖ、Ｉｚ 分别为汽车质量、车速和绕重心垂直轴
的转动惯量；β、δ、ω分别为汽车质心侧偏角、前轮转
角、横摆角速度；Ｌ１、Ｌ２ 分别为汽车质心到前、后轴的
水平距离；Ｋｆ、Ｋｒ分别为前、后轮的侧偏刚度．
１．２　 轮胎侧偏模型

　　 轮胎侧偏特性是研究汽车的操作稳定性的基
础［５］．在侧偏角小的情况下，可认为轮胎的侧偏模型
是线性的［６］．有些情况下，小转角并不能满足实际需
要，因此需采用文献［７］提出的轮胎侧偏特性一般理
论模型．
　　轮胎的侧向变形如图１所示，其中ｕ为Ｐ点的相
坐标，μ为定摩擦系数，Ｆｚ、η（ｕ）为垂直载荷及其分
布函数，ξ（ｕ）胎体变形函数．轮胎物理参数：ｋｃｄ 为胎
体侧向弯曲刚度，ｋｄ 为胎面分布刚度，ａ为印迹半
长度．

图１　 轮胎侧向变形

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｔｉｒｅ　ｌａｔｅｒａｌ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

　　 若轮胎弯曲特征比定义为

　　εｂ ＝２·ａ·ｋｄｋｃｄ
，

　　 胎面侧偏刚度定义为

　　ｋｔａ ＝２·ａ２·ｋｄ，

　　 无量纲侧偏率定义为

　　φｙ ＝
ｋｔａ·ｔａｎ
μ·Ｆｚ

，

　　 则侧向力为

　　Ｆｙ ＝
Ｆｚ·μ·∫

２

ｕｃ
η（ｕ）ｄｕ＋ｔａｎ·ｋｄ·ａ

２·ｋ２ｃｄ

２＋εｂ·∫
ｕｃ

０
ξ（ｕ）ｄｕ

．

在侧偏角为的情况下，回正力矩为

　　Ｔｚ ＝０．５·ａ·Ｆｙ·（μ·∫
２

ｕｃ
η（ｕ）·ｕｄｕ－２－εｂ·

∫
ｕｃ

０
ξ（ｕ）·ｕｄｕ）＋

ａ·ｕ３ｃｙ（１＋εｂ）
６ ．

１．３　 电动机模型

　　 在ＥＰＳ系统中采用直流电机，忽略其电感，则电
动机端电压Ｕ 与电枢电阻Ｒ 和电流Ｉ的电压平衡方
程［８］为

　　Ｕ ＝ＲＩ＋Ｋｅｄθｍｄｔ．

电动机的电流和电动机电磁力矩存在以下的关系：

　　Ｔｍ ＝ＫａＩ，

式中：Ｋｅ、Ｋａ 分别为电动机的反电动势系数、电磁转
矩系数．
１．４　ＥＰＳ系统模型

　　电动助力转向系统主要的元件有：传感器、电动

机、电子控制单元、减速机构等［９］，其结构如图２．为

简化计算过程，可将前轮及转向机构向转向柱简化，

得到转向盘、转向柱、电动机动力学模型如下：

　　Ｊｈｄ
２θｈ
ｄｔ２ ＋Ｂｈ

ｄθｈ
ｄｔ ＝Ｔｈ－Ｋｓ

（θｈ－θｃ），

　　Ｊｃｄ
２θｃ
ｄｔ２ ＋Ｂｃ

ｄθｃ
ｄｔ＝Ｋｓ

（θｈ－θｃ）＋Ｔａ－ＴｚＧｂ
，

　　Ｊｍｄ
２θｍ
ｄｔ２ ＋Ｂｍ

ｄθｍ
ｄｔ ＝Ｔｍ－Ｔａ

，

式中：θｈ，θｃ，θｍ 分别为转向盘、转向柱、电动机的转

角；Ｊｈ，Ｊｃ，Ｊｍ 分别为转向盘转动惯量、前轮及转向机
构向转向柱等效后的转动惯量、电动机的转动惯量；

Ｂｈ，Ｂｃ，Ｂｍ 分别为转向盘的阻尼、前轮及转向机构向

转向柱等效后的阻尼、电动机的阻尼；Ｔｈ，Ｔａ，Ｔｍ 分
别为方向盘力矩、电动机作用到转向柱的助力力矩、

电动机电磁力矩；Ｋｓ为转矩传感器的刚度；Ｇａ，Ｇｂ 分
别为电动机到转向柱的传动比、转向柱到前轮的传
动比．

图２　ＥＰＳ系统结构

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ＥＰＳ

６９ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１３



２　ＥＰＳ系统动力学模型稳定性分析

　　令θ′ｍ ＝θ１　ｍ，ｘ＝（β，ω，θｈ，θ１ｈ，θｃ，θ１ｃ，θ１　ｍ）为ＥＰＳ
系统的状态向量．综合上述各模型，可以得到ＥＰＳ系
统的微分方程组：

　　

Ａ１１β′＋Ａ１２β＋Ａ１３ω＋Ａ１４θｃ ＝０，

Ａ２１ω′＋Ａ２２ω＋Ａ２３β＋Ａ２４θｃ ＝０，

Ａ３１θ″ｈ＋Ａ３２θ′ｈ＋Ａ３３θｈ＋Ａ３４θｃ＋Ａ３５ ＝０，

Ａ４１θ″ｃ＋Ａ４２θ′ｃ＋Ａ４３θｃ＋Ａ４４θｈ＋Ａ４５ ＝０，

Ａ５１θ″ｍ ＋Ａ５２θ′ｍ＋Ａ５３ ＝０

烅

烄

烆 ，
（２．１）

　　 其中Ａ１１ ＝ｍｖ，Ａ１２ ＝ Ｋｆ ＋Ｋｒ，Ａ１３ ＝ｍｖ＋
Ｌ１Ｋｆ－Ｌ２Ｋｒ

ｖ
，Ａ１４ ＝－ＫｆＧｂ

，Ａ２１ ＝Ｉｚ，Ａ２２ ＝

Ｌ２１Ｋｆ＋Ｌ２２Ｋｒ
ｖ

，Ａ２３ ＝Ｌ１Ｋｆ －Ｌ２Ｋｒ，Ａ２４ ＝－
Ｌ１Ｋｆ
Ｇｂ

，

Ａ３１＝Ｊｈ，Ａ３２＝Ｂｈ，Ａ３３＝Ａ４３＝ＫＳ，Ａ３４＝Ａ４４＝－

ＫＳ，Ａ３５ ＝－Ｔｈ，Ａ４１ ＝Ｊｃ，Ａ４２ ＝ Ｂｃ，Ａ４５ ＝ ＴｚＧｂ －

ＴａＡ５１ ＝Ｊｍ，Ａ５２ ＝Ｂｍ，Ａ５３ ＝－Ｔｍ＋Ｔａ．
　　 当ｖ≠０时，令Ｔｈ ＝０，Ｕ＝０，可以得到奇次微
分方程组式（２．２），还可以得到（２．２）式的一个平衡
点ｘ０ ＝ （０，０，０，０，０，０，０）．

　　

β′＝－
Ａ１２
Ａ１１β－

Ａ１３
Ａ１１ω－

Ａ１４
Ａ１１θｃ

，

ω′＝－Ａ２２Ａ２１ω－
Ａ２３
Ａ２１β－

Ａ２４
Ａ２１θｃ

，

θ′ｈ ＝θ１ｈ，

θ′１ｈ ＝－Ａ３２Ａ３１θ１ｈ－
Ａ３３
Ａ３１θｈ－

Ａ３４
Ａ３１θｃ

，

θ′ｃ ＝θ１ｃ，

θ′１ｃ ＝－Ａ４２Ａ４１θ１ｃ－
Ａ４３
Ａ４１θｃ－

Ａ４４
Ａ４１θｈ

，

θ′１　ｍ ＝－
Ａ５２
Ａ５１θ１ｍ

烅

烄

烆
．

（２．２）

判定方程组（２．２）零解的稳定性，可构造Ｌｙａｐｎｕｏｎ
函数式：

　　Ｖ（ｘ）＝ １２β
２＋１２ω

２＋１２θ
２
ｈ＋１２θ

２
１ｈ＋１２θ

２
ｃ ＋

１
２θ

２
１ｃ＋１２θ

２
１ｍ． （２．３）

　　 显然，Ｖ（ｘ）是正定函数．Ｖ（ｘ）沿着系统轨线
（２．２）的全导数记为

　　Ｖ′（ｘ）＝ｘＢｘＴ， （２．４）

其中 Ｂ ＝

Ｂ１１ … Ｂ１７
  

Ｂ７１ … Ｂ

熿

燀

燄

燅７７

，Ｂ１１ ＝－Ａ１２Ａ１１
，Ｂ２２ ＝－

Ａ２２
Ａ２１
，Ｂ３３＝０，Ｂ４４＝－Ａ３２Ａ３１

，Ｂ５５＝０，Ｂ６６＝－Ａ４２Ａ４２
，Ｂ７７＝

－Ａ５２Ａ５１
，Ｂ１２＝Ｂ２１＝－（Ａ１３２Ａ１１＋

Ａ２３
２Ａ２２

），Ｂ１３＝Ｂ３１＝０，

Ｂ１４ ＝Ｂ４１＝０，Ｂ１５＝Ｂ５１＝－Ａ１４Ａ１１
，Ｂ１６＝Ｂ６１＝０，Ｂ１７

＝Ｂ７１ ＝０，Ｂ２３＝Ｂ３２＝０，Ｂ２４＝Ｂ４２＝０，Ｂ２５＝Ｂ５２

＝－ Ａ２４２Ａ２１
，Ｂ２６＝Ｂ６２＝０，Ｂ２７＝Ｂ７２＝０，Ｂ３４＝Ｂ４３＝

１
２－

Ａ３３
２Ａ３１

，Ｂ３５＝Ｂ５３＝０，Ｂ３６＝Ｂ６３＝－Ａ４４２Ａ４１
，Ｂ３７＝

Ｂ７３＝０，Ｂ４５＝Ｂ５４＝－Ａ３４２Ａ３１
，Ｂ４６＝Ｂ６４＝０，Ｂ４７＝Ｂ７４

＝０，Ｂ５６＝Ｂ６５＝１２－
Ａ４２
２Ａ４１

，Ｂ５７＝Ｂ７５＝０，Ｂ６７＝Ｂ７６

＝０．
　　令Ｓｉ（ｉ＝１，…，７）为矩阵Ｂ的顺序主子式，当系
统（２．２）稳定时，Ｖ′（ｘ）是半负定的，即Ｂ所有奇数级
主子式全小于或等于零，偶数级主子式全大于或等于
零［１０］．经计算可以得到模型参数的如下关系：

　　（１）Ｓ１ ＝－Ａ１２Ａ１１ ＝－
ｋｆ＋ｋｒ
ｍｖ

，显然Ｓ１ 恒小于零；

　　（２）Ｓ２＝Ａ１２
·Ａ２２

Ａ１１·Ａ２１
·（Ａ１３
２Ａ１１＋

Ａ２３
２Ａ２１

）
２

≥０，系统稳

定时，满足条件２（Ｌ１ｋｆ－Ｌ２ｋｒ）≥－（ｋｆ＋ｋｒ），且此时
系统的分岔速度

　　ｖ＝
２［ｍ·Ａ１２·（Ｌ２１ｋｆ＋Ｌ２２ｋｒ）］１／２－Ｉ１／２ｚ ·（Ｌ１ｋｆ＋Ｌ２ｋｒ）

ｍ·Ｉ１／２ｚ （１＋Ｌ１ｋｆ＋Ｌ２ｋｒＡ１２
）

；

　　（３）Ｓ３ ＝０；

　　（４）Ｓ４ ＝ （１２－
Ａ３３
２Ａ３１

）
２

·Ｓ２，由于（２）中满足Ｓ２

≥０，所以Ｓ４ ≥０；

　　（５）Ｓ５ ＝ （１２－
Ａ３３
２Ａ３１

）
２

·［（Ａ１３
２Ａ１１＋

Ａ２３
２Ａ２１

）·Ａ１４
Ａ１１
·

Ａ２４
Ａ２１－

（Ａ１４
２Ａ１１

）
２

·Ａ２２
Ａ２１－

Ａ１２
Ａ１１
·（Ａ２４
２Ａ２１

）
２
］≤０，

　　 有两种情况：① 若１２－
Ａ３３
２Ａ３１ ＝

０，满足系统（２．

２）零解稳定，此时Ｋｓ ＝Ｊｈ；② １２－
Ａ３３
２Ａ３１ ≠

０，

　　 系统（２．２）零解稳定时有（Ａ１３２Ａ１１＋
Ａ２３
２Ａ２１

）·Ａ１４
Ａ１１
·

Ａ２４
Ａ２１－

（Ａ１４
２Ａ１１

）
２

·Ａ２２
Ａ２１－

Ａ１２
Ａ１１
·（Ａ２４
２Ａ２１

）
２

≤０；

　　（６）由于Ｓ７ ＝－Ａ５２Ａ５１
Ｓ６，当系统（２．２）零解稳定

时，应满足Ｓ６ ≥０，Ｓ７ ≤０，故Ｓ６ ＝Ｓ７ ＝０．此时有
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　　（Ｓ２６１－２·Ｓ６１·Ｓ６２·Ｓ６３ －Ｓ２６２·Ｓ２６３）·Ｓ２ －

（Ａ１４
２Ａ１１

）２·Ａ２２
Ａ２１
·［Ｓ６４＋Ｓ６２·Ａ４２２Ａ４１

］＋［（Ａ２４２Ａ２１
）
２

·Ａ１２
Ａ１１－

Ａ２４·Ａ１４
２Ａ２１·Ａ１１

·（Ａ１３
２Ａ１１＋

Ａ２３
２Ａ２１

）］·［Ｓ６４－Ｓ６３·Ａ４２２Ａ４１
］＝０，

其中，Ｓ６１ ＝ Ａ４４２Ａ４１
·Ａ３４
２Ａ３１

，Ｓ６２＝１２－
Ａ４３
２Ａ４１

，Ｓ６３＝１２－

Ａ３３
２Ａ３１

，Ｓ６４ ＝ （Ａ４４２Ａ４１
）
２

·Ａ３２
Ａ３１
．

　　 以上是基于Ｌｙａｐｎｕｏｎ函数分析系统零点稳定
情况下，模型参数应该满足的条件．由上面的（３）知，

在Ｋｓ ＝Ｊｈ或（Ａ１３２Ａ１１＋
Ａ２３
２Ａ２１

）·Ａ１４
Ａ１１
·Ａ２４
Ａ２１－

（Ａ１４
２Ａ１１

）
２

·

Ａ２２
Ａ２１－

Ａ１２
Ａ１１
·（Ａ２４
２Ａ２１

）
２

≤０的情况下，都能够保证系统

零点的稳定性．但实际情况是，转矩传感器的刚度要
比转向盘的转动惯量大，即 Ｋｓ ≠Ｊｈ，所以在汽车

ＥＰＳ系统设计过程中除了理论分析，还应考虑汽车
各部件的实际特性．
　　在系统的结构参数确定的情况下，可以计算系统
的临界失稳定速度．选取汽车的模型参数如下：

　　Ｂｈ ＝０．０２６１Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｂｃ＝０．３Ｎ·ｍ·ｓ／

ｒａｄ，Ｂｍ ＝０．０２Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｊｈ ＝０．０２９８ｋｇ·ｍ２，

Ｊｃ＝０．００４４ｋｇ·ｍ２，Ｊｍ ＝０．００００５ｋｇ·ｍ２，Ｋｓ ＝
１１５Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｇａ ＝３０，Ｇｂ ＝１５，Ｋｅ ＝０．０２Ｖ·

ｓ，Ｋａ ＝０．０２Ｎ·ｍ／Ａ，Ｒ＝０．１５Ω，Ｌ１ ＝１．０ｍ，Ｌ２
＝１．８ｍ，ｖｍａｘ ＝３３．１４ｍ／ｓ　Ｋｆ ＝Ｋｒ＝１４００００Ｎ／ｒａｄ，

ｄ＝０．００８ｍ，ｖ＝３０ｍ／ｓ，ｍ ＝２０００ｋｇ，Ｉｚ ＝３０００ｋｇ
·ｍ２．
　　结合上述ＥＰＳ系统零点稳定性分析结果和系统
结构参数，计算得到上述ＥＰＳ系统的临界失稳定速
度为ｖｍａｘ ＝３３．１４ｍ／ｓ．分析可知，当增大转向盘的阻
尼系数时可以提高系统的临界失稳速度，综合考虑整
车系统，可以选择适当的转向盘阻尼系数匹配整车
性能．

３　结束语

　　本文结合转向柱助力式转向系统和轮胎的侧偏
特性，建立任意转角情况下的汽车电动助力转向系统
动力学模型，并通过构造Ｌｙａｐｎｕｏｎ函数，对该系统
的零点稳定做了理论分析，得知模型参数满足一定的
关系时，该系统是零点稳定的．同时我们还给出系统
的临界失稳速度．由分析结果可知，在ＥＰＳ系统实际
的开发和设计过程中，务必要将理论分析与实际转向
部件特性相结合，才能开发出符合实际需求的系统．
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