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摘要：利用锥上的不动点定理，给出一类三阶带ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ算子脉冲多点边值问题存在正解的条件．
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　　ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ型算子的边值问题是近年来的研究
热点．这类问题产生于非牛顿流体理论和多孔介质中
的湍流理论．１９８２年 Ｍ．Ａ．Ｈｅｒｒｅｏ和Ｊ．Ｌ．Ｖａｚｑｕｅｚ
证明方程（ｐ（ｕ′））′＝ｑ（ｔ）ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），ｐ＞１，０
＜ｔ＜１，其中ｐ（ｓ）＝｜ｓ｜ｐ－２ｓ，ｐ＞０，的边值条件为

ｕ（０）＝ａ，ｕ（１）＝ｂ或ｕ′（０）＝ａ，ｕ（１）＝ｂ．之后，又
有许多的科学家对该种问题进行了研究．脉冲微分方
程理论［１，２］描述的是方程解的状态在某一点或多点

突然变化的过程，是生活中常见的现象．ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ
算子在加上脉冲条件后，能更好地描述的实际问题．
关于ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ脉冲单点边值问题的研究［３，４］已有一
些报道，但是关于多点边值问题的研究报道不多．文
献［５］运用不动点定理讨论一类二阶带ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ的
脉冲微分方程多点边值问题：

　　

－（ｐ（ｕ′（ｔ）））′＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｔ∈ （０，１），
Δｕ｜ｔ＝ｔｋ ＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），ｋ＝１，２，３，…，ｎ，

ｕ（０）＝∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ），ｕ′（１）＝

烅

烄

烆 ０

（１）

解的存在性及多解性．
　　 文献［６］研究一类具有脉冲的一阶非线性微分
方程边值问题

　　

－ｘ′（ｔ）＋ａ（ｔ，ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ）），
　　ｔ≠ｔｋ，ｔ∈ （０，ω），
Δｘ（ｔｋ）＝ｘ（ｔ＋ｋ）－ｘ（ｔｋ）＝Ｉｋ（ｘ（ｔｋ）），
　　ｋ＝１，２，３，…，ｐ，
ｘ（ω）＝ｘ（０

烅

烄

烆 ）

（２）

正解的存在性，并运用锥上的不动点定理给出该问题
正解存在的一些充分条件．
　　 本文结合文献［５，６］中的方法，研究一类三阶的
脉冲多点边值问题

　　

－（ｐ（ｕ″（ｔ）））′＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），ｔ≠ｔｋ，
　　ｔ∈ （０，１）
Δｕ｜ｔ＝ｔｋ ＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），ｋ＝１，２，３，…，ｎ，

Δｕ′｜ｔ＝ｔｋ ＝Ｉ
＊
ｋ （ｕ（ｔｋ）），ｋ＝１，２，３，…，ｎ，

Δｕ″｜ｔ＝ｔｋ ＝０，ｋ＝１，２，３，…，ｎ，

ｕ（０）＝∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ），ｕ′（０）＝０，ｕ″（１）＝０

烅

烄

烆 ．

（３）

其中，ｕ（０）＞０；ｐ（ｓ）是一个ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ算子，例如

ｐ（ｓ）＝｜ｓ｜ｐ－２ｓ，ｐ＞１，（ｐ）－１＝ｑ，１ｐ＋
１
ｑ＝１

；ｔｋ是

固定的（ｋ＝１，２，…，ｎ，ｎ是一个正整数），并且有０＜
ｔ１ ＜ｔ２＜ … ＜ｔｋ＜ … ＜ｔｎ＜１；ξｉ∈ （０，１），ｉ＝１，

２，…，ｍ－２，有０＜ξ１＜ξ２＜ … ＜ξｍ－２＜１，且ξｉ≠
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ｔｋ，ｉ＝ １，２，…，ｍ －２，ｋ ＝ １，２，…，ｎ；Δｕ｜ｔ＝ｔｋ 和

Δｕ′｜ｔ＝ｔｋ 表示ｕ（ｔ）在ｔ＝ｔｋ时的脉冲．Δｕ（ｔｋ）＝ｕ（ｔ
＋
ｋ）

－ｕ（ｔ－ｋ），Δｕ′（ｔｋ）＝ｕ′（ｔ＋ｋ）－ｕ′（ｔ－ｋ），ｕ（ｔ－ｋ）和ｕ（ｔ＋ｋ）分
别代表ｕ（ｔ）在ｔ＝ｔｋ时的左右极限，同样的ｕ′（ｔ－ｋ）和

ｕ′（ｔ＋ｋ）分别代表ｕ′（ｔ）在ｔ＝ｔｋ时的左右极限．该问题
可以应用于弹性力学、血浆问题和天体物理等．

　　 我们假设ａｉ，ｆ，Ｉｋ 和Ｉ＊ｋ 满足条件：

　　（Ｈ１）ａｉ∈ ［０，＋∞）且满足０＜∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ＜１；

　　（Ｈ２）ｆ∈Ｃ（［０，１］×［０，＋∞）×Ｒ，［０，＋∞）；

　　（Ｈ３）Ｉｋ∈Ｃ（［０，＋∞），［０，＋∞）），Ｉ＊ｋ ∈Ｃ（［０，

＋∞），［０，＋∞））．

１　 预备知识

　　 定义１［７］　 设Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，Ｋ是Ｘ 中
的一个非空子集，且满足：（１）对任意的ｘ，ｙ∈Ｋ，实
数α，β≥０，有αｘ＋βｙ∈Ｋ；（２）若ｘ，－ｘ∈Ｋ，则ｘ
＝０．那么，称Ｋ 为Ｘ 中的一个锥．
　　 引理１［７］　 设Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，Ｋ是Ｘ 中
的一个锥，Ω１和Ω２是Ｘ中的两个开集，并且θ∈Ω１，

Ω１ Ω２，Ｔ：Ｋ ∩ （Ω２／Ω１）→Ｋ 是全连续算子，若下
列条件之一成立，

　　１）若ｘ∈Ｋ∩Ω１，则‖Ｔｘ‖≤‖ｘ‖；若ｘ∈
Ｋ ∩Ω２，则 ‖Ｔｘ‖ ≥ ‖ｘ‖；

　　２）若ｘ∈Ｋ∩Ω１，则‖Ｔｘ‖≥‖ｘ‖；若ｘ∈
Ｋ ∩Ω２，则 ‖Ｔｘ‖ ≤ ‖ｘ‖，

则算子Ｔ在Ｋ ∩ （Ω２／Ω１）中有不动点．

　　 令 Ｊ ＝ ［０，１］，Ｊ′ ＝ ［０，１］／｛ｔ１，…，ｔｐ｝，Ｘ ＝

ＰＣ（［０，１］，Ｒ）＝｛ｘ：［０，１］→Ｒ｜ｕ（０）＝∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ），

ｕ′（０）＝０，ｕ″（１）＝０，且ｘ（ｔ）对于ｔ∈Ｊ′是连续的，
又当ｔ＝ｔｋ时ｘ（ｔ）是左连续的且ｘ（ｔ＋ｋ）存在，ｋ＝１，

２，…，ｐ｝．Ｘ′＝ＰＣ１（［０，１］，Ｒ）＝ ｛ｘ：［０，１］→Ｒ｜

ｕ（０）＝∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ），ｕ′（０）＝０，ｕ″（１）＝０，且ｘ（ｔ）对

于ｔ∈Ｊ′是连续的，又当ｔ＝ｔｋ时ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）是左连
续的且ｘ（ｔ＋ｋ），ｘ′（ｔ＋ｋ）存在，ｋ＝１，２，…，ｐ｝．对ｘ∈
Ｘ ∩Ｘ′，取范数 ‖ｘ‖ ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，１］
｛｜ｘ（ｔ）｜｝，则Ｘ在此

范数下是一个Ｂａｎａｃｈ空间．

２　 主要结果

　　 引理２　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．那么ｕ∈
ＰＣ１［０，１］∩Ｃ２（Ｊ′）是问题（３）的一个解，当且仅当ｕ

∈ＰＣ１［０，１］是如下脉冲积分方程的一个解：

　　ｕ（ｔ）＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ －ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝＋∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））． （４）

　　 证明 　 首先证明ｕ∈ＰＣ１［０，１］是微分方程组
（３）的一个解．容易得到积分：

　　∫
１

ｔ
－ｐ（ｕ″（ｓ））′ｄｓ＝－ｐ（ｕ″（１））＋ｐ（ｕ″（ｔ））＝

∫
１

ｔ
ｆ（ｓ，ｕ（ｓ），ｕ′（ｓ））ｄｓ．

由ｕ″（１）＝０以及ｐ 的性质可以得到：

　　ｕ″（ｔ）＝ｑ（∫
１

ｔ
ｆ（ｓ，ｕ（ｓ），ｕ′（ｓ））ｄｓ）． （５）

如果ｔ１ ＜ｔ＜ｔ２，那么由（５）式从０到ｔ１ 积分知

　　ｕ′（ｔ１）－ｕ′（０）＝∫
ｔ１

０
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ． （６）
再对（５）式从ｔ１ 到ｔ进行积分得到

　　ｕ′（ｔ）－ｕ′（ｔ＋１）＝∫
ｔ

ｔ１
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ， （７）
将（６）式与（７）式相加，又由ｕ′（０）＝０可以得到

　　ｕ′（ｔ）＝Ｉ＊１ （ｕ（ｔ１））＋∫
ｔ

０
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ，ｔ∈ （ｔ１，ｔ２）． （８）
重复上述过程，还可以得到

　　ｕ′（ｔ）＝ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））＋∫
ｔ

０
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ． （９）
易知（９）式对所有的ｔ∈Ｊ成立．为了构造含ｕ′（ｔ）的

ｕ（ｔ）的表达式，在ｔ∈ ［０，ｔ１］上对ｕ（ｔ）积分得

∫
ｔ１

０
ｕ′（ｓ）ｄｓ＝∫

ｔ１

０
ｕ′（ｓ）ｄｓ，于是有ｕ（ｔ１）－ｕ（０）＝

∫
ｔ１

０
ｕ′（ｓ）ｄｓ．由类似的步骤还可以得到

　　ｕ（ｔ）＝ｕ（０）＋∫
ｔ

０
ｕ′（ｓ）ｄｓ＋ ∑

０＜ｔｋ＜ｔ
Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））． （１０）

　　 把（９）式代入（１０）式可以得到ｕ（ｔ）的表达式
（可参考文献［７］第３８７页证明过程）

　　ｕ（ｔ）＝ｕ（０）＋∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－

２９ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１３



ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））．
取ｔ＝ξｉ，可以得到

　　ｕ（ξｉ）＝ ｕ（０）＋∫
ξｉ

０
（ξｉ －ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））．
两边同时乘上ａｉ，再将ｉ从１到ｍ－２进行叠加，得到：

　　∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ）＝∑

ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（０）＋∑

ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－

ｓ）ｑ（∫
１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））．
又由边界条件中ｕ（０）的取值，整理得到

　　ｕ（０）＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ －ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝． （１１）

把ｕ（０）代入ｕ（ｔ）得

　　ｕ（ｔ）＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ －ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝＋∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））．

　　 如果ｕ∈ＰＣ１［０，１］∩Ｃ２（Ｊ′）是（４）式的一个
解，则对（４）式进行微分

　　ｕ′（ｔ）＝ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））＋∫
ｔ

０
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ， （１２）

　　ｕ″（ｔ）＝ｑ（∫
１

ｔ
ｆ（ｓ，ｕ（ｓ），ｕ′（ｓ））ｄｓ）． （１３）

这表示

　　－（ｐ（ｕ″（ｔ）））′＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），

　　Δｕ｜ｔ＝ｔｋ ＝Ｉｋ（ｕ（ｔｋ）），Δｕ′｜ｔ＝ｔｋ ＝Ｉ
＊
ｋ （ｕ（ｔｋ）），

Δｕ″｜ｔ＝ｔｋ ＝０，ｋ＝１，２，３，…，ｎ，

　　ｕ（０）＝∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉｕ（ξｉ），ｕ′（０）＝０，ｕ″（１）＝０．

　　 最后，我们得到ｕ″（ｔ）＞０，ｕ′（ｔ）＞０．定义Ｕ ＝
ＰＣ１［０，１］∩Ｃ２（Ｊ′），Ｋ＝ ｛ｘ∈Ｕ：ｘ（ｔ）≥δ‖ｘ‖，ｔ

∈［０，１］｝，Ｋρ＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖＜ρ，ρ＞０｝，其中０＜
δ＜１．易见Ｋ 是Ｘ 中的一个锥．
　　 定义算子Ｔ：Ｋ →Ｒ＋ 为

　　Ｔ（ｕ（ｔ））＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝＋∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））．
　　引理３　假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）成立，并且还满
足以下条件：

　　（Ｈ４）ｍａｘ｛ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））
ｐ（ρ）

：ｕ∈［０，ρ］｝＜

ｐ（ｌ），ｍａｘ｛Ｉｋ（ｕ（ｔ）），Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔ））：ｕ∈ ［０，ρ］｝＜ｌｐ，其

中ｌ＝
１－∑

ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ

１
ｑ＋１＋

ｎ＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）
．则Ｔ是一个全连续

算子．

　　 证明 　 由Ｔ的定义可知Ｔ 是连续算子，所以只
需证明Ｔ是紧算子．一方面，由于

　　｜Ｔ（ｕ（ｔ））｜＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－

ｓ）ｑ（∫
１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑

ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ·

∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝＋

∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））≤

１

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝＋∫
１

０
（１－

ｓ）ｑ（∫
１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑

０＜ｔｋ＜１
Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋
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∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））≤ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∫
１

０
（１－

ｓ）ｑ（∫
１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑

０＜ｔｋ＜１
Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋

∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝≤ ｌρ

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
（１
ｑ＋１＋

ｎ＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ））＝ρ． （１４）

所以，Ｔ 在Ｋρ 上一致有界．另一方面，定义Ｊｋ ＝
［ｔｋ－１，ｔｋ］．易知，在每个Ｊｋ 上Ｔ 等度连续，由Ａｒｚｅｌａ－
Ａｓｃｏｌｉ定理可知Ｔ是紧算子，所以Ｔ是全连续算子．
　　 引理４　ｕ∈ＰＣ１［０，１］∩Ｃ２（Ｊ′）是边值问题
（３）的解当且仅当ｕ是算子Ｔ 的不动点．
　　 证明 　 由引理２的结论可知引理４成立．
　　 定义Ω１＝｛ｘ∈Ｘ′∩Ｃ２（Ｊ′）：‖ｘ‖＜ｒ｝，Ω２＝

｛ｘ∈Ｘ′∩Ｃ２（Ｊ′）：‖ｘ‖＜Ｒδ
｝，其中０＜ｒ／δ＜Ｒ．

做如下假设：ｂ２（ｔ）ｐ（ｕ（ｔ））≤∫
１

ｔ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ

≤ｂ１（ｔ）ｐ（ｕ（ｔ）），Ｃ２ｕ（ｔ）≤ Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔ））≤ Ｃ１ｕ（ｔ），

Ｄ２ｕ（ｔ）≤Ｉｋ（ｕ（ｔ））≤Ｄ１ｕ（ｔ）．
　　 定理 　 若条件（Ｈ１）～ （Ｈ４）成立，且

　　（Ｈ５）
δ∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ －ｓ）ｑ（ｂ２（ｓ））ｄｓ＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｃ２＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｄ２｝≥１，

　　（Ｈ６） １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∫
１

０
（１－ｓ）ｑ（ｂ１（ｓ））ｄｓ＋

∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）Ｃ１＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

Ｄ１｝≤１

成立，则边值问题（３）至少存在一个正解．
　　 证明 　 对Ｔｕ关于ｔ求导，得到：

　　（Ｔｕ）′（ｔ）＝ ∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））＋∫
ｔ

０
ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ． （１５）
易知（Ｔｕ）′≥０，所以 ‖Ｔｕ（ｔ）‖ ＝｜Ｔｕ（１）｜．
　　 则对 ｕ∈Ω１ ∩Ｋ，０≤ｕ（ｔ）≤ ‖ｕ‖ ＝ｒ，

ｕ（ｔ）≥δ‖ｕ‖，可知

　　‖Ｔ（ｕ（ｔ））‖ ＝ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－

ｓ）ｑ（∫
１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝ ＋∫
１

０
（１ － ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，ｕ（ｒ），

ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

（１－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））≥
∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－

ｓ）ｑ（ｂ２（ｓ））ｕ（ｓ）ｄｓ＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｄ２ｕ（ｔｋ）＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｃ２ｕ（ｔｋ）｝≥

δ∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ∫

ξｉ

０
（ξｉ－ｓ）ｑ（ｂ２（ｓ））ｄｓ＋

∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

Ｄ２＋∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ ∑
０＜ｔｋ＜ξｉ

（ξｉ－ｔｋ）Ｃ２｝‖ｕ‖ ≥

‖ｕ‖．
即对 ｕ∈Ω１ ∩Ｋ，有 ‖Ｔｕ（ｔ）‖ ≥ ‖ｕ‖．而对

ｕ∈Ω２∩Ｋ，有Ｒ＝ ‖ｕ‖ ≥ｕ（ｔ）≥δ‖ｕ‖，再
由（１４）式的证明可知

　　‖Ｔ（ｕ（ｔ））‖ ≤ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∫
１

０
（１－ｓ）ｑ（∫

１

ｓ
ｆ（ｒ，

ｕ（ｒ），ｕ′（ｒ））ｄｒ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

Ｉｋ（ｕ（ｔｋ））＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

（１－

ｔｋ）Ｉ＊ｋ （ｕ（ｔｋ））｝≤ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∫
１

０
（１－

ｓ）ｑ（ｂ１（ｓ））ｕ（ｓ）ｄｓ＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）Ｃ１ｕ（ｔｋ）＋

∑
０＜ｔｋ＜１

Ｄ１ｕ（ｔｋ）｝≤ １

１－∑
ｍ－２

ｉ＝１
ａｉ
｛∫
１

０
（１－ｓ）ｑ（ｂ１（ｓ））ｄｓ＋

∑
０＜ｔｋ＜１

（１－ｔｋ）Ｃ１＋ ∑
０＜ｔｋ＜１

Ｄ１｝‖ｕ‖ ≤ ‖ｕ‖．

　　由引理１知，算子Ｔ在Ｋ∩（Ω２／Ω１）中至少有一
个不动点．而由引理４知，边值问题（３）至少存在一个
不动点．
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　　（Ｓ２６１－２·Ｓ６１·Ｓ６２·Ｓ６３ －Ｓ２６２·Ｓ２６３）·Ｓ２ －

（Ａ１４
２Ａ１１

）２·Ａ２２
Ａ２１
·［Ｓ６４＋Ｓ６２·Ａ４２２Ａ４１

］＋［（Ａ２４２Ａ２１
）
２

·Ａ１２
Ａ１１－

Ａ２４·Ａ１４
２Ａ２１·Ａ１１

·（Ａ１３
２Ａ１１＋

Ａ２３
２Ａ２１

）］·［Ｓ６４－Ｓ６３·Ａ４２２Ａ４１
］＝０，

其中，Ｓ６１ ＝ Ａ４４２Ａ４１
·Ａ３４
２Ａ３１

，Ｓ６２＝１２－
Ａ４３
２Ａ４１

，Ｓ６３＝１２－

Ａ３３
２Ａ３１

，Ｓ６４ ＝ （Ａ４４２Ａ４１
）
２

·Ａ３２
Ａ３１
．

　　 以上是基于Ｌｙａｐｎｕｏｎ函数分析系统零点稳定
情况下，模型参数应该满足的条件．由上面的（３）知，

在Ｋｓ ＝Ｊｈ或（Ａ１３２Ａ１１＋
Ａ２３
２Ａ２１

）·Ａ１４
Ａ１１
·Ａ２４
Ａ２１－

（Ａ１４
２Ａ１１

）
２

·

Ａ２２
Ａ２１－

Ａ１２
Ａ１１
·（Ａ２４
２Ａ２１

）
２

≤０的情况下，都能够保证系统

零点的稳定性．但实际情况是，转矩传感器的刚度要
比转向盘的转动惯量大，即 Ｋｓ ≠Ｊｈ，所以在汽车

ＥＰＳ系统设计过程中除了理论分析，还应考虑汽车
各部件的实际特性．
　　在系统的结构参数确定的情况下，可以计算系统
的临界失稳定速度．选取汽车的模型参数如下：

　　Ｂｈ ＝０．０２６１Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｂｃ＝０．３Ｎ·ｍ·ｓ／

ｒａｄ，Ｂｍ ＝０．０２Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｊｈ ＝０．０２９８ｋｇ·ｍ２，

Ｊｃ＝０．００４４ｋｇ·ｍ２，Ｊｍ ＝０．００００５ｋｇ·ｍ２，Ｋｓ ＝
１１５Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，Ｇａ ＝３０，Ｇｂ ＝１５，Ｋｅ ＝０．０２Ｖ·

ｓ，Ｋａ ＝０．０２Ｎ·ｍ／Ａ，Ｒ＝０．１５Ω，Ｌ１ ＝１．０ｍ，Ｌ２
＝１．８ｍ，ｖｍａｘ ＝３３．１４ｍ／ｓ　Ｋｆ ＝Ｋｒ＝１４００００Ｎ／ｒａｄ，

ｄ＝０．００８ｍ，ｖ＝３０ｍ／ｓ，ｍ ＝２０００ｋｇ，Ｉｚ ＝３０００ｋｇ
·ｍ２．
　　结合上述ＥＰＳ系统零点稳定性分析结果和系统
结构参数，计算得到上述ＥＰＳ系统的临界失稳定速
度为ｖｍａｘ ＝３３．１４ｍ／ｓ．分析可知，当增大转向盘的阻
尼系数时可以提高系统的临界失稳速度，综合考虑整
车系统，可以选择适当的转向盘阻尼系数匹配整车
性能．

３　结束语

　　本文结合转向柱助力式转向系统和轮胎的侧偏
特性，建立任意转角情况下的汽车电动助力转向系统
动力学模型，并通过构造Ｌｙａｐｎｕｏｎ函数，对该系统
的零点稳定做了理论分析，得知模型参数满足一定的
关系时，该系统是零点稳定的．同时我们还给出系统
的临界失稳速度．由分析结果可知，在ＥＰＳ系统实际
的开发和设计过程中，务必要将理论分析与实际转向
部件特性相结合，才能开发出符合实际需求的系统．
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［５］　许洪国．汽车理论［Ｍ］．北京：人民交通出版社，２００８．
［６］　Ｐａｃｅｊｋａ　Ｈ　Ｂ，Ｂａｋｋｅｒ　Ｅ．Ｔｈｅ　ｍａｇｉｃ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｔｉｒｅ　ｍｏｄｅ

［Ｊ］．Ｖｅｈｉｃｌｅ　Ｓｙｓｔｅｍ　Ｓｙｎａｍｉｃｓ，１９９２（２１）：１－８．
［７］　郭孔辉．轮胎侧偏特性的一般理论模型［Ｊ］．汽车工程，

１９９０，３：１－１２．
［８］　李伟，刘晓．汽车电动助力转向系统特性研究［Ｊ］．客车

技术与研究，２００５，４：１－５．
［９］　吕振，杨新华．基于改进模糊ＰＩＤ控制的ＥＰＳ系统建模

仿真［Ｊ］．计算机仿真，２００９（９）：２３２－２３４，２５５．
［１０］　马知恩，周义仓．常微分方程定性与稳定性方法［Ｍ］．
北京：科学出版社，２００１．
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（上接第９４页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｆｒｏｍ　ｐａｇｅ　９４）
［３］　李灿，郭尊光．带ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ算子脉冲方程三点边值问

题三个正解的存在性［Ｊ］．太原师范学院学报，２０１２，１１
（１）：５７－６０．

［４］　于长田，刘衍胜．带脉冲的ｐ?Ｌａｐｌａｃｅ算子的多点边值

问题［Ｊ］．山东科学，２０１０，２３（５）：７１－７４．
［５］　Ｚｈａｎｇ　Ｘ　Ｍ，Ｇｅ　Ｗ　Ｇ．Ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂ－

ｌｅｍｓ　ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｐ?Ｌａｐｌｃｉａｎ［Ｊ］．Ｎｏ－

ｌｉｎｅｒ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，２００９，７０（４）：１６９２－１７０１．

［６］　吴丽娇，王全义．具有脉冲的一阶非线性微分方程边值

问题的正解［Ｊ］．华侨大学学报：自然科学版，２０１２，３：

３４２－３４７．
［７］　郭大钧，孙经先，刘兆理．非线性常微分方程泛函方法

［Ｍ］．济南：山东科学技术出版社，２００５．
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