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摘要：给出一类四次多项式系统原点的前８个奇点量，由奇点量导出焦点量，得到该系统原点成为８阶细焦点的

条件，证明该系统从原点可以分支出８个极限环．
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　　Ｈｉｌｂｅｒｔ　１９００年在第二届国际数学家大会上提
出了２３个具有深刻影响的数学问题，其中第１６个问
题的后半部分为：右端为不高于ｎ次的实平面微分自
治系统

　　ｄｘｄｔ＝
Ｘｎ（ｘ，ｙ），ｄｙｄｔ＝

Ｙｎ（ｘ，ｙ）， （１）

最多可以有多少个极限环．即极限环个数的一致上界

Ｈ（ｎ）（称为 Ｈｉｌｂｅｒｔ数）为多少．这个问题引起了众
多数学爱好者的关注．由细焦点扰动产生极限环是目
前极限环研究的热点领域，它是将具有细焦点的系统
经过适当扰动，使这个细焦点的稳定性发生变化，从
而产生小振幅极限环．该类问题的研究已有许多成
果．Ｂｕａｔｉｎ［１］证明二次系统最多能从细焦点扰动出３
个极限环．Ｓｉｂｉｒｓｋｉｉ　Ｎ．Ｓ．［２］证明不含二次项的三次
系统细焦点的阶数至多为５，即在原点的邻域可以有

５个极限环．Ｌｌｏｙｄ等人［３］给出三次系统可由单个细
焦点产生６个极限环．马世龙和宁书成等［４，５］人获得

了三次系统原点邻域可以有８个小振幅极限环的结
果．而 Ｈ．ｚｏｌａｄｅｋ［６］在１９９５年得出单个奇点外围有

１１个小振幅极限环的好结果．对四次系统来说，从高
阶细焦点扰动出极限环问题的研究结果并不多见，文
献［７］证明四次系统在全局范围有１６个极限环，而在
单个细焦点邻域只有５个极限环．文献［８］给出四次
系统可从中心分支出１５个极限环，而文献［９］计算出
四次系统在原点有５个不全为零的焦点量，但没有讨
论极限环分支问题．
　　本文考虑系统

　　

ｄｘ
ｄｔ＝－ｙ＋δ

ｘ＋Ａ２０ｘ２＋Ａ２０ｙ２＋（２Ａ２０＋

　　Ｂ２１）ｘ３＋Ａ２１ｙｘ２＋（２Ａ２０＋Ｂ２１）ｘｙ２＋
　　Ａ２１ｙ３＋Ａ１３ｙｘ３＋Ａ１３ｘｙ３－Ｂ１３ｘ２　ｙ２－
　　λｘ４＋（λ－Ｂ１３）ｙ４，

ｄｙ
ｄｔ＝

ｘ＋δｙ＋Ｂ２０ｘ２＋Ｂ２０ｙ２＋（２Ｂ２０－

　　Ａ２１）ｘ３＋Ｂ２１ｙｘ２＋（２Ｂ２０－Ａ２１）ｘｙ２＋
　　Ｂ２１ｙ３＋（Ｂ１３＋２λ）ｙｘ３＋（Ｂ１３＋
　　２λ）ｘｙ３－Ａ１３ｘ２　ｙ２－Ａ１３ｘ４

烅

烄

烆 ，
（２）

其中δ，λ，Ａｉｊ，Ｂｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３）是实数．研究
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该四次系统从单一细焦点分支出极限环问题，计算出
该系统原点的前８个不全为零的焦点量，并给出原点
成为８阶细焦点的条件，证明该系统从原点可以分支
出８个极限环．

１　四次多项式系统对应复系统原点的奇点量

　　用研究复系统的方法来研究系统（２）｜δ＝０ 原点
的性质，经过变换

　　ｚ＝ｘ＋ｙｉ，ｗ＝ｘ－ｙｉ，Ｔ＝ｉｔ，ｉ＝ －槡 １，（３）
把系统（２）｜δ＝０变换成它的伴随复系统

　　

ｄｚ
ｄＴ＝ｚ＋ａ１１ｚｗ＋ａ２１ｚ

２　ｗ＋ａ１１ｚｗ２＋ｂ２２ｚ３　ｗ＋

　　ａ２２ｚ２　ｗ２＋ｉλｚｗ３，

ｄｗ
ｄＴ ＝－

（ｗ＋ｂ１１ｚｗ＋ｂ２１ｗ２　ｚ＋ｂ１１ｗｚ２＋

　　ａ２２ｗ３ｚ＋ｂ２２ｚ２　ｗ２－ｉλｗｚ３

烅

烄

烆 ），
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其中两个系统的系数之间的关系为

　　ａ１１ ＝ （－ｉＡ２０＋Ｂ２０），

　　ａ２１ ＝ （－ｉＡ２０－Ａ２１＋Ｂ２０－ｉＢ２１）， （５）

　　ａ２２ ＝－１２
（Ａ１３－ｉＢ１３），

　　ａｉｊ ＝ｂｉｊ，ｉ＝，１，２；ｊ＝，１，２．
利用形式级数法［１０］计算奇点量，可得出系统（４）奇点
量的递推公式．
　　引理１　系统（４）原点的奇点量μｍ，ｍ ＝１，２…，
可根据下列的递推公式得出

　　ｃ（１，１）＝１，ｃ（２，０）＝ｃ（０，２）＝０．
　　如果ｋ＝ｊ且ｊ≠１或ｋ＜０，或ｊ＜０，则ｃ（ｋ，

ｊ）＝０，其它情形的ｃ（ｋ，ｊ）由下面公式确定

　　ｃ（ｋ，ｊ）＝ １
（－ｋ＋ｊ）

（ｉ（１＋ｊ）ｃ（－３＋ｋ，ｊ）＋

（ｂ２２（１＋ｋ）－ｂ２２（１＋ｊ））ｃ（－２＋ｋ，－１＋ｊ）－
ｂ１１（１＋ｊ）ｃ（－２＋ｋ，ｊ）＋（ａ２２（１＋ｋ）－ａ２２（１＋
ｊ））ｃ（－１＋ｋ，－２＋ｊ）＋（ａ２１（１＋ｋ）－ｂ２１（１＋
ｊ））ｃ（－１＋ｋ，－１＋ｊ）－ｂ１１（１＋ｊ）ｃ（－１＋ｋ，ｊ）＋
ｉ（１＋ｋ）λｃ（ｋ，－３＋ｊ）＋ａ１１（１＋ｋ）ｃ（ｋ，－２＋ｊ）＋
ａ１１（１＋ｋ）ｃ（ｋ，－１＋ｊ），

　　μｍ ＝ｉλｃ（－３＋ｍ，ｍ）－ｂ１１ｃ（－２＋ｍ，ｍ）＋
（ａ２１－ｂ１２）ｃ（－１＋ｍ，－１－ｍ）－ｂ１１）ｃ（－１＋ｍ，

ｍ）＋ｉλｃ（ｍ，－３＋ｍ）＋ａ１１ｃ（ｍ，－２＋ｍ）＋ａ１１ｃ（ｍ，

－１＋ｍ）．
　　根据引理１的递推公式，并利用计算机代数系统

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，可以得出系统（４）原点的奇点量．化简
得到如下定理．
　　定理１　系统（４）在原点的前８个奇点量为

　　μ１ ＝ａ２１－ｂ２１，

　　μ２ ＝ａ２２ｂ１１－ｂ２２ａ１１．
（ｉ）当ａ１１ ＝ｂ１１ ＝０，有

　　μ３ ＝μ４ ＝μ５ ＝０，

　　μ６ ＝－ｉλ（ａ
３
２２＋ｂ３２２）．

（ｉｉ）当ａ１１ｂ１１ ≠０，ａ２２ ＝ｐａ１１，ｂ２２ ＝ｐｂ１１，有

　　μ３ ＝
３
２ａ１１ｂ１１

（－ａ１１＋ｂ１１）ｐ，

　　μ４ ＝－
４
３ｉｐｒ

２
１１（－１＋４ｒ１１）λ，

　　μ５ ＝－
１

１２２８８ｉｐ
（－７７５＋１４７２ｐ－１６００ｒ２１）λ，

　　μ６ ＝－
９

２０４８００００ｉｐλＦ０
，

　　μ７ ＝－
１

８３３８６９５７８２４０ｉｐλＦ１
，

　　μ８ ＝－
１

８３７２２４８４３８８７７２９７０４９６０００ｉｐλＦ２．

其中ｒ２１ ＝ａ２１＋ｂ２１２
，ｒ１１＝ａ１１＋ｂ１１２

，Ｆ０＝－２７８７５＋

８８００　ｐ＋１４４３８４　ｐ２，Ｆ１ ＝－９２８９２０２４２９＋
８９８８４０２９１２　ｐ＋２４８２７８８７６１６０λ２，Ｆ２ ＝
３５２４９１２３５２２６０５４１９３２１０１－
２３００９３６８３９２５５３５７８６９２６０８０λ２＋
３２３０８８６１７５０４０６３５２４７００１６００λ４．
在μｋ的表达式中，已经令μ１＝μ２＝ … ＝μｋ－１＝０，

ｋ＝２，３，…，８．

２　四次多项式系统原点的极限环分支

　　由文献［１１］可知，对系统（２）｜δ＝０ 的首个非零焦
点量ｖ２　ｍ＋１（２π）和系统（４）首个非零奇点量μｍ，它们
的关系为

　　ｖ２　ｍ＋１（２π）＝πμｍ． （６）

　　在定理１的情形（ｉｉ）中，记多项式Ｆ１，Ｆ２ 关于变
量λ的结式为Ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（Ｆ１，Ｆ２，λ）．由代数理论知
Ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（Ｆ１，Ｆ２，λ）＝０是Ｆ１ ＝０，Ｆ２ ＝０的必要
条件．通过结式计算得 Ｍ ＝Ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（Ｆ１，Ｆ２，λ），Ｔ
＝Ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（Ｆ０，Ｍ，ｐ），那么

　　Ｔ＝１０７３００９９５３４０８２０９５８１２６３３５１２９６１４１９３６３６
６２１８４３６８５１９２０３７３４３１６２２１５５２７７３３８７１４６５７２２８６３７７
３９４０９１３０３５８１８７５３６６６０５０６２１６１５３４２１８５７７５０７３８９７３
３１８３６１２８５６１８１７３８４２３４３８３３９０５５８９２２５６２９４５６３４００７
４２７０５５６１６００００００００００００００００≠０，
所以Ｆ０，Ｆ１，Ｆ２ 不可能同时为０．
　　定理２　系统（２）｜δ＝０ 的原点最高阶细焦点的阶
数是８．系统（２）｜δ＝０ 的原点成为８阶细焦点，即

ｖ１（２π）－１＝０，ｖ２（２π）＝ｖ３（２π）＝…＝ｖ１５（２π）＝０，

６８ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．２，Ｍａｙ　２０１３



ｖ１７（２π）≠０的充要条件是它的伴随系统的系数满足

　　ａ２１ ＝ｂ２１＝ｒ２１，λ≠０，ｐ≠０，ａ２２＝ｐａ１１，ｂ２２＝

ｐｂ１１，ａ１１＝ｂ１１＝ｒ１１，ｒ１１＝ １４
，ｒ２１＝－７７５＋１４７２ｐ１６００

，

Ｆ０ ＝Ｆ１ ＝０． （７）

　　现在给系统（４）的系数进行小扰动，即ａｉｊ ＝
ａｉｊ（），ｂｉｊ ＝ｂｉｊ（），＝（１，２，３，４，５，６，７，８），其中ｉ，

ｉ＝１，２，…，８是满足０＜８ ７ ６ ５ ４ ３
２ １ １的小参数．由于Ａｉｊ，Ｂｉｊ 是ａｉｊ，ｂｉｊ 的函
数，所以系统（２）相应的也是它的扰动系统．
　　从定理１与（７）式出发，给系统（４）的系数以适当
扰动，经过仔细的构造和计算，得到下面的极限环分
支定理．
　　定理３　如果δ和系统（４）的系数满足

　　δ＝－８，ａ２２＝ｐａ１１＋ｉ６，ｂ２２＝ｐｂ１１－ｉ６，ａ１１＝

ｒ１１－ｉ５，ｂ１１ ＝ｒ１１＋ｉ５，ｒ１１ ＝ １４＋４
，

　　ｐ＝ｊ０－２，ｒ２１ ＝－７７５＋１４７２ｐ１６００ ＋３，ａ２１ ＝ｒ２１

－ｉ７，ｂ２１ ＝ｒ２１＋ｉ７，

　　λ＝ ９２８９２０２４２９－８９８８４０２９１２槡 ｐ
槡８４２２４　３５

＋１， （８）

其中ｊ０为方程Ｆ０＝－２７８７５＋８８００　ｐ＋１４４３８４ｐ２＝
０的一个根（计算中精确到小数点后１０００位，为叙述
方 便，保 留 其 小 数 点 后 １０ 位，取 ｊ０ ＝－
０．４７０９１７５２２６）．相应地，系统（２）的系数也被确定，
系统（２）在原点的充分小邻域内可分支出８个极
限环．
　　证明　根据（６）式及ｖ１（θ，δ）－１＝ｅδθ－１，有

　　ｖ１（２π，δ）－１＝ｅ２πδ－１＝－２π８＋ｏ（８），

　　ｖ３（２π，δ）＝２π７＋ｏ（７），

　　ｖ５（２π，δ）＝ ［－１．５７０７９６３２６７＋ω１（１，２，３，４），

５）］６＋ｏ（６），

　　ｖ７（２π，δ）＝ ［０．２７７３９３３１８０＋ω１（１，２，３，４），

５）］５＋ｏ（５），

　　ｖ９（２π，δ）＝ ［－９．８９７０００２９４０＋ω１（１，２，３，４，

５）］４＋ｏ（４），

　　ｖ１１（２π，δ）＝ ［３．８６６０１５７３９８＋ω２（１，２，３，４，

５）］３＋ｏ（３），

　　ｖ１３（２π，δ）＝ ［－０．０１９２９７３１３３＋ω３（１，２，３，４，

５）］２＋ｏ（２），

　　ｖ１５（２π，δ）＝ ［０．０４７９８０７９９９＋ω４（１，２，３，４），

５］１＋ｏ（１），

　　ｖ１７（２π，δ）＝－２．０４５６３６８６２８＋ｏ（１），

其中ω１（１，２，３，４，５）在（０，０，０，０，０）解析且满足

ωｉ（０，０，０，０，０）＝０，ｉ＝１，２，３，４．由于在给系统扰动
时已经令ｉ，ｉ＝１，２，…，８为满足０＜８７６
５ ４ ３ ２ １  １ 的 小 参 数，所 以

ｖ２（ｍ－１）＋１（２π）ｖ２　ｍ＋１（２π）＜０和｜ｖ２（ｍ－１）＋１（２π）｜
｜ｖ２　ｍ＋１（２π）｜（ｍ＝１，２，…，８）成立．由经典的Ｂｕａｔｉｎ
理论［１］知系统（２）在原点的充分小邻域内可分支出８
个极限环．
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