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摘要：讨论一类具有时变、有限能量外部扰动的广义离散系统的有限时间控制问题，给出非强迫广义离散系统有

限时间有界的充分条件，并在此基础上利用非严格线性矩阵不等式方法，提出实 现 相 应 的 闭 环 系 统 有 限 时 间 有

界的状态反馈控制器与输出反馈控制器的设计方法．
关键词：广义离散系统　有限时间有界　外部扰动　线性矩阵不等式
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　　在稳定性控制理论研究中，人们常常关注的系统

稳定 性 主 要 是Ｌｙａｐｕｎｏｖ意 义 下 的 稳 定 性．而Ｌｙａ－
ｐｕｎｏｖ意义下的稳定性刻画的是系统的稳态性能，它

并不能反映系统的暂态性能．一个在Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义

下稳定的系统，可能具有很坏的暂态性能（如超调量

过大），有时在工程中甚至根本无法应用［１］．因此，在

实际工程中，人们不仅对系统的稳定性感兴趣，而且

更希望系统满足一定的暂态性能要求．例如研究系统

轨线对于平衡点的一定偏离范围的要求，因此，研究

系统的有限时间有界问题有一定的现实意义与理论

价值．到目前为止关于系统的有限时间控制问题，已

经有不少的研究成果，２００１年，Ａｍａｔ等［２］讨 论 一 类

具有时变参数不确定性和定常外部扰动的线性系统

的有限时间控制问题．２００５年，他们又［３］研究离散时

间系统的有限时间控制问题；随后，他们［４］还提出了

使得闭环系统为有限时间有界的动态输出反馈控制

器的设计方法［３］．
　　广义系统是一类比正常系统更具有广泛形式的

动力系统，在电网﹑核反应﹑航空工程﹑神经网络﹑

石油化工等许多领域中有极为具体的模型，因而受到

人们的广 泛 关 注［５～１１］．而 对 于 线 性 广 义 系 统 的 有 限

时间 控 制 是 近 几 年 才 提 出 来 的，２００５年，冯 俊 娥

等［１２，１３］将有限时间控制概念应用到了不确定线性广

义系统．但是对于广义 离 散 系 统 的 有 限 时 间 控 制 的

研究文献尚属少见，本文的目的就是给出广义离散系
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统有限时间有界的充分条件，并在此基础上给出相关

状态反馈控制器和输出反馈控制器的设计方法．
　　文中涉及的相关术语：Ｍ ≤０表示Ｍ 是一个对

称半负定矩阵；Ｍ＜０表示Ｍ 是一个对称负定矩阵；

λ（Ｍ）表示矩阵Ｍ 的特征值；λｍｉｎ（Ｍ）表示矩阵Ｍ 的

最小特征值；λｍａｘ（Ｍ）表示矩阵Ｍ 的最大特征值．

１　预备知识

　　考虑如下正则广义离散系统

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ）， （１）
其中：ｘ（ｋ）∈Ｒｎ 为状态变量，ｕ（ｋ）∈Ｒｍ 为控制输

入，Ｅ ∈Ｒｎ×ｎ 为 奇 异 矩 阵，且ｒａｎｋ（Ｅ）＝ｒ，Ａ ∈
Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，Ｆ∈Ｒｎ×ｒ 均为常数矩阵，ｗ（ｋ）∈Ｒｌ

为外部扰动，且满足：

　　∑
!

ｉ＝１
ｗＴ（ｉ）ｗ（ｉ）≤ｄ， （２）

ｄ＞０为 给 定 的 常 量．在 状 态 反 馈 控 制 器ｕ（ｋ）＝
Ｋｘ（ｋ），Ｋ ∈Ｒｍ×ｎ，的作用下，系统（１）的闭环系统为

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝ （Ａ＋ＢＫ）ｘ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ）． （３）

　 　定义１　称广义离散系统

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ） （４）
关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是 有 限 时 间 有 界（ＦＴＢ）的，如 果

当ｘＴ（０）ＥＴＲＥｘ（０）＜σ时，有ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）＜ε，

ｋ∈｛１，２，…，Ｎ｝，其中σ＞０，ε＞０为常数，Ｒ＞０为

给定的矩阵，Ｎ 为给定的正整数，ｗ（ｋ）满足（２）式．
　　注１　Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐 近 稳 定 和 有 限 时 间 有 界

（ＦＴＢ）是两个不同的概念．一个有限时间有界系统不

一定是Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定的，同样，一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ
渐近稳定的的系统也不一定是有限时间有界的．

　　引理１　对给定的对称矩阵Ｓ＝
Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ
烄

烆

烌

烎２２
，其

中Ｓ１１是ｒ×ｒ维的，Ｓ２２＜０．则以下的两个条件是等

价的

　　（Ⅰ）Ｓ≤０；

　　（Ⅱ）Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ２２ＳＴ１２ ≤０．
　　证明　（Ⅰ）（Ⅱ）注意到

　　Ｓ≤

０
Ｉ －Ｓ１２Ｓ－１２２
０
烄

烆

烌

烎Ｉ
Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ
烄

烆

烌

烎２２

Ｉ －Ｓ１２Ｓ－１２２
０
烄

烆

烌

烎Ｉ

Ｔ

＝

Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ－１２２ＳＴ１２ ０
０ Ｓ

烄

烆

烌

烎２２
≤０．

所以引理１成立．

２　主要结果

　　定理１　设广 义 离 散 系 统（４）是 因 果 的，如 果 存

在对称正定矩阵Ｐ∈Ｒｎ×ｎ，Ｐ１∈Ｒｌ×ｌ 和标量γ≥１，
使得下面条件成立：

　　
ＡＴＰＡ－γＥＴＰＥ　 ＡＴＰＦ

ＦＴＰＡ　 ＦＴＰＦ－γＰ
烄

烆

烌

烎１
≤０， （５）

　　λｍａｘ（Ｐ
－
）σ＋λｍａｘ（Ｐ１）ｄ＜ελｍｉｎ

（Ｐ
－
）

γＮ
． （６）

其中：Ｐ
－

＝Ｒ
－１
２ＰＲ

－１
２，λ（·）表 示 矩 阵 的 特 征 值．则 系

统（４）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是有限时间有界的

　　证明　令Ｖ（ｘ（ｋ））＝ｘ（ｋ）ＴＥＴＰＥｘ（ｋ），则

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝ｘＴ（ｋ＋１）ＥＴＰＥｘ（ｋ＋１）＝
（Ａｘ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ））ＴＰ（Ａｘ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ））＝
ｘＴ（ｋ）ＡＴＰＡｘ（ｋ）＋ｗＴ（ｋ）ＦＴＰＡｘ（ｋ）＋
ｘＴ（ｋ）ＡＴＰＦｗ（ｋ）＋ｗＴ（ｋ）ＦＴＰ１Ｆｗ（ｋ）＝
ｘ（ｋ）

ｗ（ｋ［ ］）
Ｔ　ＡＴＰＡ
ＦＴＰＡ

ＡＴＰＦ
ＦＴ［ ］ＰＦ

ｘ（ｋ）

ｗ（ｋ［ ］）． （７）

由条件（５）可得

　　Ｖ（ｘ（ｋ＋１））≤γＶ（ｘ（ｋ））＋γｗＴ（ｋ）Ｐ１ｗ（ｋ）．
（８）

再反复利用（８）式可得

　　Ｖ（ｘ（ｋ））≤γｋＶ（ｘ（０））＋∑
ｋ

ｉ＝１
γｋｗＴ（ｋ－

ｉ）Ｐ１ｗ（ｋ－ｉ）＝γｋ［Ｖ（ｘ（０））＋∑
ｋ

ｉ＝１
γｉ－ｋｗ（ｋ－

ｉ）Ｐ１ｗ（ｋ－ｉ）］≤γｋ［Ｖ（ｘ（０））＋

λｍａｘ（Ｐ１）∑
ｋ

ｉ＝１
γｉ－ｋｗ（ｋ－ｉ）ｗ（ｋ－ｉ）］．

因为λ≥１，一方面

　　Ｖ（ｘ（ｋ））≤γｋ［Ｖ（ｘ（０））＋λｍａｘ（Ｐ１）∑
ｋ

ｉ＝１
ｗ（ｋ－

ｉ）ｗ（ｋ－ｉ）］≤γＮ［λｍａｘ（Ｐ
－
）σ＋λｍａｘ（Ｐ１）ｄ］． （９）

另一方面

　　Ｖ（ｘ（ｋ））＝ｘＴ（ｋ）ＥＴＰＥｘ（ｋ）≥

λｍｉｎ（Ｐ
－
）ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）． （１０）

由（９）式与（１０）式可得

　　ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）≤

γＮ［λｍａｘ（Ｐ
－
）σ＋λｍａｘ（Ｐ１）ｄ］

λｍｉｎ（Ｐ
－
）

．

条件（６）意味着ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）≤ε，ｋ＝１，２，…，Ｎ
，从而广义离散系统（４）是有限时间有界的．
　　注２　在定理１中，如果取γ＝１，当条件（５）变

为严格线性矩阵不等式时，能保证广义离散系统（４）
在Ｆ＝０情况下是渐近稳定且因果的，即广义离散系

统（４）是容许的．条件（６）则保证ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）≤
ε对所有ｋ＝１，２，…，Ｎ 成立．

２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



　　注３　当Ｅ非奇异时，系统（１）是一个正常离散

线性系统，此时（５）式中≤换成＜也成立，从而可以用

严格线性矩阵不等式的方法解决问题．
　　定理２　设广 义 离 散 系 统（１）是 因 果 的，如 果 存

在对称 正 定 矩 阵Ｑ ∈Ｒｎ×ｎ，Ｑ１ ∈Ｒｌ×ｌ 和 矩 阵Ｌ ∈
Ｒｍ×ｎ 以及标量γ≥１，使得下面条件成立：

　　
γＱＥＴＱ－１　ＥＱ　 ０ （ＡＱ＋ＢＬ）Ｔ

０ γＱ１ ＦＴ

ＡＱ＋ＢＬ　 Ｆ －

烄

烆

烌

烎Ｑ
≤０，（１１）

　　 σ

λｍｉｎ（Ｑ
－
）
＋λｍａｘ（Ｑ１）ｄ＜ ε

γＮλｍａｘ（Ｑ
－

１）
， （１２）

其中Ｑ
－

＝Ｒ
１
２ＱＲ

１
２ ，且（１１）式和（１２）式存在可行解，

控制器的反馈控制增益Ｋ ＝ＬＱ－１ ．则广义离散系统

（３）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是有限时间有界的．
　　证明　令Ｑ＝Ｐ－１，Ｑ１ ＝Ｐ１ ，由于

　　λｍａｘ（Ｑ）＝ １
λｍｉｎ（Ｑ－１）

，

则条件（６）和（１２）等价．令Ａ
－

＝Ａ＋ＢＫ ，则条件（５）
可以写为

　　
Ａ
－
ＴＱ－１　Ａ

－

－γＥＴＱ－１　Ｅ　 Ａ
－
ＴＱ－１　Ｆ

ＦＴＱ－１　Ａ
－

ＦＴＱ－１　Ｆ－γＱ

烄

烆

烌

烎１
≤０．

（１３）

在（１３）式左右两边分别乘以矩阵
Ｑ　０
０（ ）Ｉ 和其转置，

可得如下等价不等式：

ＱＡ
－
ＴＱ－１　ＡＱ－γＱＥＴＱ－１　ＥＱ　 ＱＡ

－
ＴＱ－１　Ｆ

ＦＴＱ－１　Ａ
－

Ｑ　 ＦＴＱ－１　Ｆ－γＱ

烄

烆

烌

烎１
≤０，

其中－Ｑ＜０．由引理１可知，（１３）式和下式等价：

ＱＡ
－
ＴＱ－１　ＡＱ－γＱＥＴＱ－１　ＥＱ　ＱＡ

－
ＴＱ－１　Ｆ　 ０

ＦＴＱ－１　Ａ
－

Ｑ －γＱ１ ＦＴ

０ Ｆ　 －

烄

烆

烌

烎Ｑ

≤

０． （１４）
再用矩阵

　　
Ｉ　０ －ＱＡ

－

Ｑ－１

０ Ｉ　 ０
０ ０

烄

烆

烌

烎Ｉ
及其转置乘以（１４）式左右两边，可得

　　
－γＱＥＴＱ－１　ＥＱ　 ０ ＱＡ

－
Ｔ

０ －γＱ１ ＦＴ

Ａ
－

Ｑ　 Ｆ　 －

烄

烆

烌

烎Ｑ

≤０． （１５）

注意Ａ
－

＝Ａ＋ＢＫ，令Ｌ＝ＫＱ，即Ｋ＝ＬＱ－１ ，则（１５）
式与（１１）式等价．因此若（１１）式与（１２）式成立，则根

据定理１有，广义离散系统（３）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是

有限时间有界的．
　　考虑如下正则广义离散系统

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ），

　　ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）， （１６）
其中矩阵Ｃ∈Ｒｐ×ｎ ，并假设Ｃ是行满秩的．设计输出

反馈

　　ｕ（ｋ）＝Ｋ０ｙ（ｋ）， （１７）

其中Ｋ０ ∈Ｒｍ×ｐ ，得到闭环系统

　　Ｅｘ（ｋ＋１）＝ （Ａ＋ＢＫ０Ｃ）ｘ（ｋ）＋Ｆｗ（ｋ）．
（１８）

我们要设计形如（１７）式的输出反馈控制器，使得闭环

系统（１８）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是有限时间有界的．

　　构造满秩方阵Ｔ＝ ［ ］ＣＨ ，其中Ｈ∈Ｒ（ｎ－ｐ）×ｎ ．令

ｘ
～
（ｋ）＝Ｔｘ（ｋ），则广义离散系统（１７）变为

　　ＴＥＴ－１　ｘ
～
（ｋ＋１）＝ ＴＡＴ－１　ｘ

～
（ｋ）＋ＴＢｕ（ｋ）＋

ＴＦｗ（ｋ），ｙ（ｋ）＝ＣＴ－１　ｘ
～
（ｋ）＝ ［Ｉｐ，０］ｘ

～
（ｋ）． （１９）

将（１７）式代入（１９）式，得

　　Ｅ
－

ｘ
～
（ｋ＋１）＝ （Ａ

－

＋Ｂ
～

Ｋ
－
）ｘ
～
（ｋ）＋Ｆ

～

ｗ（ｋ）， （２０）

其中Ｅ
－

＝ＴＥＴ－１，Ａ
－

＝ＴＡＴ－１，Ｂ
～

＝ＴＢ，Ｆ
～

＝ＴＦ，Ｋ
－

＝Ｋ０ＣＴ－１ ＝ ［Ｋ０，０］．
系统（２０）与（３）式具有相同的形式，其区别在于控制

器结构的不同．
　　定理３　设广义离散系统（１６）是因果的，若选择

一个矩阵Ｈ ∈Ｒ（ｎ－ｐ）×ｎ，使得Ｔ＝ ［ ］ＣＨ 是可逆的，令

Ｅ
－

＝ＴＥＴ－１，Ａ
－

＝ＴＡＴ－１，Ｂ
～

＝ＴＢ，Ｆ
～

＝ＴＦ ．则系统

（２０）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是有限时间有界的充分条件

是，存在对称正定矩阵Ｑ１１ ∈Ｒｐ×ｐ，Ｑ１２ ∈Ｒ（ｎ－ｐ）×（ｎ－ｐ）

和Ｑ１∈Ｒｌ×ｌ，矩阵Ｌ∈Ｒｍ×ｎ 以及标量γ≥１，使得下

面条件成立：

　　

γＱＥ
－
ＴＱ－１　Ｅ

－

Ｑ　 ０ （Ａ
－

Ｑ＋Ｂ
～

ＬＳ１）Ｔ

０ γＱ１ Ｆ
～
Ｔ

Ａ
－

Ｑ＋Ｂ
～

ＬＳ１ Ｆ
～

－

烄

烆

烌

烎Ｑ

≤０，

（２１）

　　 σ

λｍｉｎ（Ｑ
－
）
＋λｍａｘ（Ｑ１）ｄ＜ ε

γＮλｍａｘ（Ｑ
－

１）
， （２２）

其中
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　　Ｑ＝
Ｑ１１ ０
０ Ｑ

烄

烆

烌

烎１２
，Ｓ１＝

Ｉｐ ０（ ）０ ０
，Ｑ
－

＝Ｒ
－ １
２ＱＲ

－ １
２，

Ｒ
－

＝Ｔ－ＴＲＴ－１．
进而，如果条件（２１）和（２２）存在可行解，则控制器的

反馈增益Ｋ０ 是由Ｋ
－

＝ＬＳ１Ｑ－１ 的前ｐ列构成的．

　　证明　由定理１的证明可知，若令Ｋ
－

＝ＬＳＱ－１ ，

则条件（２１）和（２２）保证系统（２０）关于 （σ，ε，ｄ，Ｒ
－
，Ｎ）

是有限时间有界的．由Ｓ１ 和Ｑ－１ 的选择可知

　　Ｋ
－

＝ＬＳ１Ｑ－１ ＝Ｌ
Ｉｐ ０（ ）０ ０

Ｑ－１１１ ０

０ Ｑ－１
烄

烆

烌

烎１２
＝

Ｌ
Ｑ－１１１ ０烄

烆

烌

烎０ ０
＝ ［Ｋ０，０］．

　　另外，因为ｘ
～
（ｋ）＝Ｔｘ（ｋ），则

　　ｘ
～
Ｔ（ｋ）Ｅ

－
ＴＲ
－

Ｅｘ
～
（ｋ）＝

（ｘＴＴＴ）（ＴＥＴ－１）Ｔ（Ｔ－ＴＲＴ－１）（ＴＥＴ－１）（Ｔｘ）＝
ｘＴ（ｋ）ＥＴＲＥｘ（ｋ）．
因此 系 统（１６）关 于 （σ，ε，ｄ，Ｒ，Ｎ）是 有 限 时 间 有

界的．
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大脑细胞寿命长达正常细胞的两倍

　　虽然人体内的大部分细胞正在不断的被替换，但是人类会一直拥有他们出生时几乎全部的神经细胞。意
大利研究人员想要了解神经细胞是否能够比它们所属的生物体存活的更久，就从家鼠体内收集了神经细胞并
且将它们植入到大约６０只老鼠胎儿的大脑内。家鼠的寿命只有大约１８个月，而老鼠的寿命是它们的两倍。
研究人员让这些被植入家鼠神经细胞的老鼠渡过一生，在它们进入垂死状态而且不太可能活过２天的时候为
它们实施了安乐死，然后对它们的大脑进行检查。结果发现，这些老鼠完全正常，在它们生命末期没有任何神
经疾病的迹象。老鼠死亡的时候，从家鼠植入的神经细胞仍然存活，这就意味着有可能当这些细胞被植入到一
个更长寿的物种当中后，它们就能够存活更久。这些发现表明我们的脑细胞不会在我们身体衰退前死亡，至少
大脑细胞寿命长达正常细胞两倍。这项研究虽然是发现于老鼠而非人类，但是它们也能够对治疗变性疾病的
神经细胞植入产生影响。

（据科学网）
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