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摘要：采用矩阵法求出分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
的ｎ次迭代表达式ｆｎ（ｘ），并分别对ｆｎ（ｘ）的周期性、单调

性、不动点进行讨论．
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ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ

　　一般分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
的ｎ次迭代

表达式的求法有很多，如递归法、桥函数相似法、不动

点及拓扑共轭的方法．本文采用矩阵法求出ｆ（ｘ）＝
ａｘ＋ｂ
ｃｘ＋ｄ

的ｎ次迭代表达式，并对所求出的ｎ次迭代函

数ｆｎ（ｘ）的单调性、周期性、不动点进行讨论，还给出

了相关的算例．

１　基本定义

　　定 义１．１［１］　同 一 个 函 数ｆ（ｘ）的 多 次 复 合

ｆ（ｆ（ｘ）），ｆ（ｆ（ｆ（ｘ））），…，称 为 函 数ｆ（ｘ）的 迭 代．
为方 便，记ｆ１（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｆ２（ｘ）＝ｆ（ｆ（ｘ）），…，

ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｆｎ－１（ｘ）），特别地，记ｆ０（ｘ）＝ｘ，ｎ称为

ｆ（ｘ）的迭代指数．
　　定 义１．２［２］　分 式 线 性 函 数 是 形 如ｆ（ｘ）＝
ａｘ＋ｂ
ｃｘ＋ｄ

的函数方程，其中ａｄ－ｂｃ≠０，ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，

ｘ∈Ｄ．
　　定义１．３［３］　设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，若存

在自然数Ｔ∈Ｎ，使得ｆ（ｎ＋Ｔ）（ｘ）＝ｆｎ（ｘ）（ｘ∈Ｄ）对

一切自然 数ｎ成 立，则Ｔ 的 最 小 值 为ｆ（ｘ）的 迭 代

周期．
　　定理１．１　设ｆ（ｘ）在区间Ｉ上可导，则ｆ（ｘ）在

Ｉ上递增（减）的充要条件是ｆ′（ｘ）≥０（≤０）．
　　定义１．４　函数ｙ＝ｆ（ｘ）的一个不动点是指在

定义域内ｙ＝ｆ（ｘ）和ｙ＝ｘ的交点．
　　定义１．５　如果一个函数ｙ＝ｆ（ｘ）的自变量ｘ
与它对应的函数值ｆ（ｘ）相等，则这个自变量ｘ在横

坐标轴上的对应点Ａ（ｘ）就叫做函数的不动点．

２　主要结果

　　引理２．１　若一般分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ

对应于矩阵Ａ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ ｄ

，其中ａｄ≠ｂｃ，则其ｎ次迭

代后所得函数ｆｎ（ｘ）对应于矩阵Ａｎ ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ

ｎ

．

　　证明　当ｎ＝２时，

　　ｆ２（ｘ）＝ｆ（ｆ（ｘ））＝ｆ（ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
）＝
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ａ（ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
）＋ｂ

ｃ（ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
）＋ｄ

＝
（ａ２＋ｂｃ）ｘ＋ａｂ＋ｂｄ
（ａｃ＋ｃｄ）ｘ＋ｂｃ＋ｄ２

．

对应于矩阵

　　
ａ２＋ｂｃ　ａｂ＋ｂｄ
ａｃ＋ｃｄ　ｂｃ＋ｄ
烄
烆

烌
烎
２ ＝

ａ　ｂ（ ）ｃ ｄ

２

＝Ａ２．

假 设ｎ＝ｋ时，ｆｋ＝ｆｆｆ…ｆ（ｋ个ｆ）对应矩阵

　　Ａｋ ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ

ｋ

＝
α β（ ）γ δ

，即ｆｋ（ｘ）＝αｘ＋βγｘ＋δ
．

则当ｎ＝ｋ＋１时，

　　ｆｋ＋１ ＝ｆ（ｆｋ）＝
ａαｘ＋β
γｘ＋δ＋

ｂ

ｃαｘ＋β
γｘ＋δ＋

ｄ
＝

（ａα＋ｂγ）ｘ＋（ａβ＋ｂδ）
（ｃα＋ｄγ）ｘ＋（ｃβ＋ｄδ）
对应矩阵

　　
ａα＋ｂγ ａβ＋ｂδ
ｃα＋ｄγ ｃβ＋ｄ（ ）δ ＝

ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ
α β（ ）γ δ

＝

ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ
ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ

ｋ

＝
ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ

ｋ＋１

＝Ａｋ＋１，

故ｆｎ（ｘ）对应的矩阵为Ａｎ ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ　ｄ

ｎ

．

　　引理２．２［４］　ｎ阶方阵Ａ 与对角矩阵

　　Λ＝

λ１
λ２


λ

烄

烆

烌

烎ｎ
相似，则存在可逆矩阵Ｐ，使得Ａｎ ＝ＰΛｎＰ－１ ，其中

λ１，λ２，…，λｎ 为Ａ 的ｎ个特征值．

　　定理２．１　分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
对应的

矩 阵为Ａ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ ｄ

，那么当（ａ－ｄ）２＋４ｂｃ＞０时，由

矩阵法可得ｆ（ｘ）的ｎ次迭代表达式

　　ｆｎ（ｘ）＝
（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）
ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２）

，

其中λ１ ＝ａ＋ｄ＋ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２

，λ２ ＝

ａ＋ｄ－ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２

为矩阵Ａ的特征值．

　　证明　矩阵Ａ＝
ａ　ｂ（ ）ｃ ｄ

的特征方程为

　　λ２－（ａ＋ｄ）λ＋ａｄ－ｂｃ＝０，
解得两个特征值

　　λ１ ＝ａ＋ｄ＋
（ａ＋ｄ）２－４（ａｄ－ｂｃ槡 ）

２ ＝

ａ＋ｄ＋ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２

，

　　λ２ ＝ａ＋ｄ－
（ａ＋ｄ）２－４（ａｄ－ｂｃ槡 ）

２ ＝

ａ＋ｄ－ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２ ．

　　（ｉ）当Δ＝（ａ－ｄ）２＋４ｂｃ＞０，且ｂ≠０时，由线

性代 数 的 知 识 易 得λ１，λ２ 的 特 征 向 量 分 别 为ξ１ ＝
１

λ１－ａ
烄

烆

烌

烎ｂ
，ξ２ ＝

１
λ２－ａ
烄

烆

烌

烎ｂ
，从 而 存 在 可 逆 矩 阵Ｐ ＝

１　 １
λ１－ａ
ｂ

λ２－ａ
烄

烆

烌

烎ｂ
使得

　　Ｐ－１　ＡＰ ＝ １
λ１－λ２

·

（ａ－λ２）ａ＋ｂｃ （ａ－λ２）ｂ＋ｂｄ
（λ１－ａ）ａ－ｂｃ （λ１－ａ）ｂ　－
烄

烆

烌

烎ｂｄ
·

１　 １
λ１－ａ
ｂ

λ２－ａ
烄

烆

烌

烎ｂ
＝ １
λ１－λ２

·

ａλ１＋ｄλ２＋ｂｃ－ａｄ－λ１λ２ ｂｃ＋ａλ２＋ｄλ２－ａｄ－λｎ２

λｎ１－ａλ１－ｄλ１＋ａｄ－ｂｃ －ｂｃ＋λ１λ２－ａλ２－ｄλ２＋（ ）ａｄ

＝ １
λ１－λ２

λ２１－λ１λ２ ０

０ －λ２２＋λ１λ
烄

烆

烌

烎２
＝
λ１ ０
０ λ
烄

烆

烌

烎２
．

由引理２．２知

　　Ａｎ ＝Ｐ
λ１ ０
０ λ
烄

烆

烌

烎２

ｎ

Ｐ－１ ＝

１　 １
λ１－ａ
ｂ

λ２－ａ
烄

烆

烌

烎ｂ

λｎ１ ０

０ λｎ
烄

烆

烌

烎２
Ｐ－１ ＝

λｎ１ λｎ２
（λ１－ａ）λｎ１
ｂ

λ２－（ ）ａλｎ２
烄

烆

烌

烎ｂ

ａ－λ２
λ１－λ２

ｂ
λ１－λ２

λ１－ａ
λ１－λ２

－ｂ
λ１－λ

烄

烆

烌

烎２

＝

ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ） ｂ（λｎ１－λｎ２）

ｃ（λｎ１－λｎ２） －λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２（ ）） ．
故ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ

经过ｎ次迭代后变为

　　ｆｎ（ｘ）＝
（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）
ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２）

．

　　（ｉｉ）当Δ＝（ａ－ｄ）２＋４ｂｃ＝０时，λ＝λ１＝λ２＝

ａ＋ｄ
２
，λ的两个的特征向量分别为ξ１＝

１
ｄ－ａ
２

烄

烆

烌

烎ｂ
，ξ２

４２３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２



＝
ａ－ｄ
２ｃ

烄

烆

烌

烎１
．

令Ｐ＝
１ ａ－ｄ

２ｃ
ｄ－ａ
２ｂ

烄

烆

烌

烎
１

，则 Ｐ ＝

１ ａ－ｄ
２ｃ

ｄ－ａ
２ｂ １

＝１＋
（ｄ－ａ）２
４ｂｃ ＝１＋－４ｂｃ４ｂｃ ＝０．

故Δ＝ （ａ－ｄ）２＋４ｂｃ＝０时，不能用矩阵法求ｎ次

迭代式．

　　推论２．１　对于分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
，

　　若ａ＝１，ｂ＝ａ，ｃ＝０，ｄ＝１，则ｆｎ（ｘ）＝ｘ＋ｎａ；

　　若ｃ＝０，ｄ＝１，则ｆｎ（ｘ）＝ａｎｘ＋１－ａ
ｎ

１－ａ
ｂ；

　　若ａ＝１，ｂ＝０，ｃ＝ａ，ｄ＝１，则ｆｎ（ｘ）＝ ｘ
ｎａｘ＋１

；

　　若ｃ＝ｂ，ｄ＝ａ，则ｆｎ（ｘ）＝
（（ａ＋ｂ）ｎ＋（ａ－ｂ）ｎ）ｘ＋（ａ＋ｂ）ｎ－（ａ－ｂ）ｎ
（（ａ＋ｂ）ｎ－（ａ－ｂ）ｎ）ｘ＋（ａ＋ｂ）ｎ＋（ａ－ｂ）ｎ

．

　　定理２．２　对于分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
，当它的

判别式Δ≠０时，设其两特征根分别为λ１，λ２，则函数ｆ（ｘ）

以ｎ为最小迭代周期的充要条件是 λ１
λ（ ）２

ｎ

＝１，且λｎ－１１ －

λｎ－１２ ≠０．
　　证明　设ｎ为迭代周期，根据迭代周期的定义知

　　ｆｎ（ｘ）＝
（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）
ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２）

＝ｘ．

从而可得

　　ｂ（λｎ１－λｎ２）＝ｃ（λｎ１－λｎ２）＝０， （２．１）

　　ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＝－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋
ｄ（λｎ１－λｎ２）≠０． （２．２）

　　由（２．１）式有

　　①若ｂ和ｃ非零，则λｎ１－λｎ２＝０；

　　②若ｂ＝ｃ＝０，则由Δ＝（ａ－ｄ）２＋４ｂｃ＞０知ａ≠
ｄ，再利用（２．２）式得λｎ１－λｎ２＝０．

所以 λ１
λ（ ）２

ｎ

＝１．又λ１λ２＝ａｄ－ｂｃ≠０，由（２．２）式有λｎ－１１

－λｎ－１２ ≠０．

　　反之，若ｎ是使 λ１
λ（ ）２

ｎ

＝１成立的最小正整数，则λｎ１

－λｎ２＝０，而λｎ－１１ －λｎ－１２ ≠０，以此代入ｆｎ（ｘ）得到ｆ（ｘ）＝
ａｘ＋ｂ
ｃｘ＋ｄ

，即ｎ为ｆ（ｘ）的最小迭代周期．

　　定理２．３　分式线性函数ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ
的ｎ次

迭代表达式ｆｎ（ｘ）在定义域上的单调性为：

　　（１）ｎ为偶数，ａｄ≠ｂｃ时，ｆｎ（ｘ）在定义域上是

增函数；

　　（２）ｎ为奇数，（ｉ）当ａｄ＞ｂｃ时有ｆｎ（ｘ）在定义

域上是增函数；（ｉｉ）当ａｄ＜ｂｃ时有ｆｎ（ｘ）在定义域

上是减函数．

　　证明　将λ１ ＝ａ＋ｄ＋ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２

，λ２ ＝

ａ＋ｄ－ ａ－（ ）ｄ　２＋４槡 ｂｃ
２

代入

　　ｆｎ（ｘ）＝
（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）
ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２）

，

得到

　　ｆｎ（ｘ）＝Ａｘ＋ＢＣｘ＋Ｄ
，

其中Ａ＝ （ａ＋ｄ＋槡Δ）ｎ（ａ－ｄ＋槡Δ）＋（ａ＋ｄ－
槡Δ）ｎ（ｄ－ａ＋槡Δ），Ｂ＝２ｂ（（ａ＋ｄ＋槡Δ）ｎ－（ａ＋ｄ
－槡Δ）ｎ），Ｃ＝２ｃ（（ａ＋ｄ＋槡Δ）ｎ－（ａ＋ｄ－槡Δ）ｎ），

Ｄ＝ （ａ＋ｄ＋槡Δ）ｎ（ｄ－ａ＋槡Δ）＋（ａ＋ｄ－槡Δ）ｎ·
（ａ－ｄ＋槡Δ），Δ＝ （ａ－ｄ）２＋４ｂｃ．
从而

　　 （ｆｎ（ｘ））′＝Ａ
（Ｃｘ＋Ｄ）－（Ａｘ＋Ｂ）Ｃ

（Ｃｘ＋Ｄ）２ ＝

ＡＤ－ＢＣ
（Ｃｘ＋Ｄ）２

，

　　ＡＤ－ＢＣ＝ （ａ＋ｄ＋槡Δ）ｎ（ａ＋ｄ－槡Δ）ｎ·
（４（ａ－ｄ）２＋８ｂｃ＋８ｂｃ）＝１６（ａｄ－ｂｃ）ｎ（（ａ－ｄ）２＋
４ｂｃ）．
由 于 Δ ＝ （ａ－ｄ）２ ＋ ４ｂｃ ＞ ０，故 只 需 讨 论

（ａｄ－ｂｃ）ｎ 的取值．ｎ为偶数时，ａｄ≠ｂｃ，ａｄ－ｂｃ可

取任何值都有（ａｄ－ｂｃ）ｎ＞０，所以（ｆｎ（ｘ））′＞０；ｎ
为奇数，ａｄ＞ｂｃ时，（ａｄ－ｂｃ）ｎ＞０，可得 （ｆｎ（ｘ））′

＞０；ａｄ＜ｂｃ时，（ａｄ－ｂｃ）ｎ＜０，可得（ｆｎ（ｘ））′＜０
．
　　定理２．４　ｆ（ｘ）与其ｎ次迭代表达式ｆｎ（ｘ）有

相同的不动点．

　　证 明　（１）由 不 动 点 的 定 义ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂｃｘ＋ｄ＝

ｘ，解得

　　ｘ＝ａ－ｄ±
（ｄ－ａ）２＋４槡 ｂｃ
２ｃ

，ｃ≠０．

而ｆｎ（ｘ）的不动点为：

　　ｆｎ（ｘ）＝
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（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）
ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－λｎ２）

＝ｘ，

整理得

　　 （ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ））ｘ＋ｂ（λｎ１－λｎ２）＝
ｘ（ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋ｄ（λｎ１－
λｎ２））ｃ（λｎ１－λｎ２）ｘ２－（ａ（λｎ１－λｎ２）－λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）＋
λ１λ２（λｎ－１１ －λｎ－１２ ）－ｄ（λｎ１－λｎ２））－ｂ（λｎ１－λｎ２）＝０，
即ｃｘ２＋（ｄ－ａ）ｘ－ｂ＝０，所以

　　ｘ＝ａ－ｄ±
（ｄ－ａ）２＋４槡 ｂｃ
２ｃ

，ｃ≠０．

３　算例

　　例１　设ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１６ｘ＋７
，ｘ∈Ｒ，求（１）ｆｎ（ｘ）；

（２）ｆｎ（ｘ）的迭代周期；（３）ｆｎ（ｘ）单调性；（４）ｆｎ（ｘ）
与ｆ（ｘ）的不动点．

　　解　（１）设Ａ＝
２　１（ ）６ ７

，Ａ ＝１４－６＝８≠０，

故Ａ可逆，且

　　 λＥ－Ａ ＝
λ－２ －１
－６ λ－７

＝（λ－２）（λ－７）－

６＝λ２－９λ＋８＝ （λ－１）（λ－８）．
　　设特征方程为 （λ－１）（λ－８）＝０，解得有两个

特征值λ１＝１，λ２＝８．将特征值代入ｆｎ（ｘ）的表达式

得

　　ｆｎ（ｘ）＝
（－６－８ｎ）ｘ＋１－８ｎ
６（１－８ｎ）ｘ－１－６×８ｎ

．

　　（２）由 迭 代 周 期 的 定 义 可 知，只 需 求 λ１
λ（ ）２

ｎ

＝

（ ）１８
ｎ

＝１，不存在满足条件的ｎ，就可知此函数在定

义域内没有迭代周期．
　　（３）由ｆｎ（ｘ）单调性的判断可知

　　 （ａｄ－ｂｃ）ｎ ＝ （１４－６）ｎ ＝８ｎ ＞０，ｎ ∈ Ｒ，
（ｆｎ（ｘ））′ ＞０，
故ｆｎ（ｘ）在定义域内是增函数．

　　（４）由ｆｎ（ｘ）＝
（－６－８ｎ）ｘ＋１－８ｎ
６（１－８ｎ）ｘ－１－６×８ｎ ＝

ｘ得

　　６ｘ２＋５ｘ－１＝０；

解得ｘ１ ＝ １６
，ｘ２ ＝－１．

再由

　　ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１６ｘ＋７＝
ｘ

整理得６ｘ２＋５ｘ－１＝０．解得

　　ｘ１ ＝ １６
，ｘ２ ＝－１．

故ｆｎ（ｘ）与ｆ（ｘ）有相同的不动点．

　　例２　设ｆ（ｘ）＝－２ｘ＋７－ｘ＋３
，ｘ∈Ｒ，求ｆ（ｘ）的

迭代周期．

　　解　设Ａ＝
－２　７
－（ ）１　３

，Ａ ＝－６＋７＝１≠０，

故Ａ可逆，且由

　　 λＥ－Ａ ＝
λ＋２ －７
１ λ－３

＝（λ＋２）（λ－３）＋

７＝λ２－λ＋１，
得到特征方程

　　λ２－λ＋１＝０．
解得两个特征值

　　λ１ ＝１＋槡３ｉ２
，λ２ ＝１　－槡３ｉ２ ．

而

　　 １　＋槡３ｉ
１－槡
烄

烆

烌

烎３ｉ

３

＝１，

故ｆ（ｘ）的迭代周期为３．
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