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摘要：给出一个修改的三项共轭梯度算法，证明其具有充分下降性和全局收敛性，其搜索方向拥有梯度值信息和

函数值信息，并用数值算例检验算法是可行的．
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　　对于无约束最优化问题

　　ｍｉｎｆ（ｘ）

　　ｘ∈Ｒｎ， （０．１）
其中ｆ（ｘ）是连续可微函数，有很多求解方法，其中共

轭梯度方法结构简单，存储量小，求解效果明显．其迭

代公式如下

　　ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｋ＝０，１，２，…
其中ｘｋ 是第ｋ迭代点，αｋ＞０是步长，ｄｋ 定义为下述

形式的搜索方向

　　ｄｋ ＝
－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｉｆ　ｋ≥１，

－ｇｋ，ｉｆ　ｋ＝０｛ ，
（０．２）

其中βｋ ∈Ｒ是一个参数．由于βｋ 的选取不同共轭梯

度法被称为不同的方法［１～５］，ＰＲＰ方法［３，５］ 是其中最

为著名的一个共轭梯度算法，其公式定义如下

　　β
ＰＲＰ
ｋ ＝ｇ

Ｔ
ｋ＋１（ｇｋ＋１－ｇｋ）
‖ｇｋ‖２

，

其中ｇｋ 和ｇｋ＋１ 是函数ｆ（ｘ）在ｘｋ 和ｘｋ＋１ 的梯度值，
分别表示成 ｆ（ｘｋ）和 ｆ（ｘｋ＋１）．‖·‖ 表示欧氏

向量范数．ＰＲＰ方法数值表现优越，常被人们用于解

决实际问题，虽然该方法收敛性不够理想，但仍然是

众多学 者 研 究 的 热 点．人 们 希 望 能 找 到 数 值 表 现 与

ＰＲＰ相当 但 性 质 更 优 越 的 方 法［６～１４］．研 究 已 发 现，

ＰＲＰ方法收敛性不好的主要原因是其不具有充分下

降性．所 谓 充 分 下 降 性，是 指 对 所 有 的ｋ，使 得 下 式

成立

　　ｄＴｋｇｋ ≤－ｃ‖ｇｋ‖２． （０．３）

　　 优化算法中步长αｋ 的求解方法很多，其中如下

的线搜索技术，比较常见．
　　ｆ（ｘｋ＋αｋｄｋ）≤ｆｋ＋δαｋｇＴｋｄｋ， （０．４）

　　ｇ（ｘｋ＋αｋｄｋ）Ｔｄｋ ≥σｇＴｋｄｋ， （０．５）
式中δ∈ （０，１／２），σ∈ （δ，１），被称为 ＷＷＰ线搜索．
迄今为止，对一般函数而言，ＰＲＰ方法在 ＷＷＰ线搜

索下的全局收敛性还没有得到证明．
　　２００６年Ｚｈａｎｇ等［１５］给出一个三项共轭梯度公式

　　ｄｋ＋１ ＝
－ｇｋ＋１＋β

ＰＲＰ
ｋ ｄｋ－ｋｙｋ，ｉｆ　ｋ≥１，

－ｇｋ＋１，ｉｆ　ｋ＝０｛ ，
（０．６）

其 中ｋ＝ ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｄｋ
‖ｇｋ‖２

，β
ＰＲＰ
ｋ ＝ ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙｋ
‖ｇｋ‖２

，ｙｋ＝ｇｋ＋１－ｇｋ．容

易得到ｄＴｋｇｋ ＝－‖ｇｋ‖２．从（０．６）式可以看出此方

法利用了梯度值信息，却忽略了函数值信息．１９９９年

文献［１６］给出过一个新的拟牛顿方程

　　Ｂｋ＋１Ｓｋ ＝ｙ１ｋ， （０．７）
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其中

　　ｙ１ｋ ＝ｙｋ＋γ１ｋｓｋ，γ１ｋ＝［３（ｇｋ＋１＋ｇｋ）Ｔｓｋ＋６（ｆ（ｘｋ）

－ｆ（ｘｋ＋１））］／‖ｓｋ‖２，

ｓｋ ＝ｘｋ＋１－ｘｋ，Ｂｋ＋１ 是拟牛顿矩阵．而我们知道，实际

的数值结果和理论性质表明，拥有函数值和梯度值的

公式比只有梯度值的公式具有更好的结论．基于此，

本文把该公式中ｙ１ｋ 替换（０．６）式中的ｙｋ，得到一个修

改的三项共轭梯度算法：

　　ｄｋ＋１ ＝
－ｇｋ＋１＋β

ＭＰＲＰ
ｋ ｄｋ－ｋｙ１ｋ，ｉｆ　ｋ≥１，

－ｇｋ＋１，ｉｆ　ｋ＝０｛ ，
（０．８）

其中ｋ ＝ ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｄｋ
‖ｇｋ‖２

，β
ＭＰＲＰ
ｋ ＝ ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙ１ｋ
‖ｇｋ‖２

，ｙｋ＝ｇｋ＋１－ｇｋ，

并证明了算法具有充分下降性和收敛性．

１　 梯度算法步骤

　　 算法１　（修改的三项共轭梯度法）

　　初始步　给定ｘ０∈Ｒｎ，δ∈（０，１／２），σ∈（δ，１）
和 参数ε＞０．令ｄ０＝－ｇ０＝－ｆ（ｘ０），置ｋ∶＝０．
　　 步骤１　若‖ｇｋ‖≤ε，停止，否则转下一步骤．

　　 步骤２　 寻找步长αｋ 满足（０．４）式和（０．５）式．

　　 步骤３　 令ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋αｋｄｋ．若 ‖ｇｋ＋１‖ ≤ε，
停止，否则转步骤４．
　　 步骤４　 利用公式（０．８）计算搜索方向．
　　 步骤５　 令ｋ∶＝ｋ＋１，转步骤２．

２　 梯度算法的充分下降性和全局收敛性

　　 引理２．１　 对ｋ≥０，修改的三项公式具有充分

下降性，即满足

　　ｄＴｋ＋１ｇｋ＋１ ＝－‖ｇｋ＋１‖２． （２．１）

　　 证明 　 若ｋ＝０，则ｇＴ０ｄ０＝－‖ｇ０‖２，（２．１）
式满足．当ｋ≥１时，利用新公式的定义得到

　　ｄＴｋ＋１ｇｋ＋１ ＝－‖ｇｋ＋１‖２＋ ｇ
Ｔ
ｋ＋１ｙ１ｋ
‖ｇｋ‖２

ｄＴｋｇｋ＋１－

ｇｋ＋１Ｔｄｋ
‖ｇｋ‖２ｇ

Ｔ
ｋ＋１ｙ１ｋ ＝－‖ｇｋ＋１‖２．

所以（２．１）式成立．
　　 再假设下述条件成立．
　　（ｉ）水平集Ω＝｛ｘ∈Ｒｎ｜，ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）｝有界．
（ｉｉ）ｆ在Ω 上 有 下 界 且 连 续 可 微，梯 度 ｇ 满 足

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即存在常数Ｍ ＞０使得

　　‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖ ≤ Ｍ‖ｘ－ｙ‖，，ｘ，ｙ∈Ω．
（２．２）

　　引理２．２　设假设条件（ｉ）和（ｉｉ）满足，且存在常

数γ＞０使得‖ｄｋ‖≤γ‖ｇｋ‖，则ｌｉｍｋ→∞‖ｇｋ‖＝

０成立．
　　 证明 　 利用（２．２）式和（０．５）式，得到

　　－（１－σ）ｇＴｋｄｋ ≤ （ｇｋ＋１－ｇｋ）Ｔｄｋ ≤ ‖ｇｋ＋１－
ｇｋ‖‖ｄｋ‖ ≤αｋＭ‖ｄｋ‖２．
再由（０．３）式和 ‖ｄｋ‖ ≤γ‖ｇｋ‖ 得

　　αｋ ≥
（１－σ）
Ｍ

｜ｇＴｋｄｋ｜
‖ｄｋ‖２ ≥

１－σ
Ｍγ２

，

将上式代入（０．４）式并移项整理得

　　δ
（１－σ）
Ｍγ２ ｜ｇＴｋｄｋ｜ｌｅｑ　ｆｋ－ｆｋ＋１．

从ｋ＝０到 ∞ 相加，有

　　∑
∞

ｋ＝０
｜ｇＴｋｄｋ｜≤ Ｍγ２

δ（１－σ）
（ｆ０－ｆ∞）．

利用假设条件（函数ｆ有下界），得

　　∑
∞

ｋ＝０
｜ｇＴｋｄｋ｜＜＋∞．

再次利用（２．１）式，可得

　　∑
∞

ｋ＝０
‖ｇｋ‖２ ＜＋∞，

则 ‖ｇｋ‖ →０成立．

３　数值检验

　　检验函数选择工程领域经常用到的Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ
问 题 （ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｓ．ｃｍｕ．ｅｄｕ／ａｆｓ／ｃｓ／ｐｒｏｊｅｃｔ／

ｊａｉｒ／ｐｕｂ／ｖｏｌｕｍｅ２４／ｏｒｔｉｚｂｏｙｅｒ０５ａ－ｈｔｍｌ／ｎｏｄｅ６．ｈｔ－
ｍｌ．）：

　　（１）Ｓｐｈｅｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　ｆＳｐｈ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ，ｘｉ∈［－５．１２，５．１２］，ｘ＊ ＝（０，

０，…，０），ｆＳｐｈ（ｘ＊）＝０．
　　（２）Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　ｆＳｃｈＤＳ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（∑
ｉ

ｊ＝１
ｘｊ）２，ｘｉ ∈ ［－ ６５．５３６，

６５．５３６］，ｘ＊ ＝ （０，０，…，０），ｆＳｃｈＤＳ（ｘ＊）＝０．
　　（３）Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　ｆＲａｓ（ｘ）＝１０ｎ＋∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘ２ｉ －１０ｃｏｓ（２πｘｉ）），ｘｉ∈

［－５．１２，５．１２］，ｘ＊ ＝ （０，０，…，０），ｆＲａｓ（ｘ＊）＝０．
　　（４）Ｓｃｈｗｅｆｅｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　ｆＳｃｈ（ｘ）＝４１８．９８２９ｎ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｓｉｎ ｜ｘｉ槡 ｜，ｘｉ ∈

［－５１２．０３，５１１．９７］，ｘ＊ ＝ （－４２０．９６７８，－４２０．
９６７８，…，－４２０．９６７８），ｆＳｃｈ（ｘ＊）＝０．
　　（５）Ｇｒｉｅｗａｎｋ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　ｆＧｒｉ（ｘ）＝１＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００－Π

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓｘｉｉ

，ｘｉ∈［－６００，

６００］，ｘ＊ ＝ （０，０，…，０），ｆＧｒｉ（ｘ＊）＝０．

０２３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２



表１　算法数值结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　 ｘ０ ｄｉｍ　 ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（珚ｘ）

Ｓｐｈｅｒｅ （－６，－６，…，
－６）

１０　 ２／６／７．８８８６０９ｅ－０３０
１００　 ２／６／３．８１８０８７ｅ－０２６
３００　 ２／６／２．７３５７７０ｅ－０２５

（－４，－４，…，
－４） １０　 ２／６／７．８８８６０９ｅ－０３０

１００　 ２／６／１．２６２１７７ｅ－０２７
３００　 ２／６／２．３６６５８３ｅ－０２６

（－２，－２，…，
－２） １０　 ３／７／１．９７２１５２ｅ－０３０

１００　 ２／６／３．９９３６０８ｅ－０２８
３００　 ２／６／７．１５８９１３ｅ－０２７

（３，３，…，３） １０　 ３／７／１．９７２１５２ｅ－０３０
１００　 ２／６／４．９３０３８１ｅ－０２８
３００　 ２／６／２．３６６５８３ｅ－０２６

（５，５，…，５） １０　 ２／６／７．８８８６０９ｅ－０３０
１００　 ２／６／３．４７８８７７ｅ－０２６
３００　 ２／６／１．９９０２９６ｅ－０２５

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ′ｓ
（－０．０００５，…，
－０．０００５） １０　 ３／８／８．８４９９４３ｅ－００８

５０　 ５／１４／５．７４３６２９ｅ－００７
１００　 ６／１７／１．６０９３２０ｅ－００６

（－０．０００３，…，
－０．０００３） １０　 ３／８／３．１８５９７９ｅ－００８

５０　 ４／１１／７．８１１５２４ｅ－００７
１００　 ５／１４／１．７００３３２ｅ－００６

（０．０００５，…，
０．０００５） １０　 ３／８／８．８４９９４３ｅ－００８

５０　 ５／１４／５．７４３６２９ｅ－００７
１００　 ６／１７／１．６０９３２０ｅ－００６

（０．０００９，…，
０．０００９） １０　 ３／８／２．８６７３８１ｅ－００７

５０　 ５／１４／１．８６０９３６ｅ－００６
１００　 ７／２０／２．０６９１９３ｅ－００６

（０．００１，…，０．００１） １０　 ３／８／３．５３９９７７ｅ－００７
５０　 ５／１４／２．２９７４５２ｅ－００６
１００　 ７／２０／２．５５４５５９ｅ－００６

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ
（－７，－７，…，
－７） １０　 １４／８６／３．９７９８３１ｅ＋００１

１００　 ３／９／４．８７５１９９ｅ＋００３
３００　 ９／５４／４．７７５７７３ｅ＋００３

（－６，－６，…，
－６） １０　 ４／１３／３．５８１７９９ｅ＋００２

１００　 ３／９／３．５８１７９９ｅ＋００３
３００　 ３／９／１．０７４５４０ｅ＋００４

（２，２，…，２） １０　 ４／１３／３．９７９８３１ｅ＋００１
１００　 ３／９／３．９７９８３１ｅ＋００２
３００　 ３／８／１．１９３９５０ｅ＋００３

（３，３，…，３） １０　 ４／１３／８．９５４６０１ｅ＋００１
１００　 ３／９／８．９５４６０１ｅ＋００２
３００　 ３／９／２．６８６３８０ｅ＋００３

（５，５，…，５） １０　 ４／１３／２．４８７３７２ｅ＋００２
１００　 ３／９／２．４８７３７２ｅ＋００３
３００　 ３／９／７．４６２１１７ｅ＋００３

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ
（－２００，－２００，…，
－２００） １０　 ４／１２／１．５２９６４６ｅ＋００２

１００　 ４／１２／１．５２９６４６ｅ＋００３
３００　 ４／１２／４．５８８９３９ｅ＋００３

（－１００，－１００，…，
－１００） １０　 ８／２３／１．５２９６４６ｅ＋００２

１００　 ８／２３／１．５２９６４７ｅ＋００３
３００　 ８／２３／４．５８８９４０ｅ＋００３

（１００，１００，…，
１００） １０　 ２／１９／３．１０１７８７ｅ＋００３

１００　 ２／１９／３．１０１７８７ｅ＋００４
３００　 ２／１９／９．３０５３６０ｅ＋００４

续表１
Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｔａｂｌｅ　１

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　 ｘ０ ｄｉｍ　 ＮＩ／ＮＦＧ／ｆ（珚ｘ）

（２５０，２５０，…，
２５０）

１０　 ２／１９／３．６７３６２５ｅ＋００３
１００　 ２／１９／３．６７３６２５ｅ＋００４
３００　 ２／１９／１．１０２０８８ｅ＋００５

（３００，３００，…，
３００） １０　 ２／２１／－１．８１５２９９ｅ＋００３

１００　 ２／２１／－１．８１９７６１ｅ＋００４
３００　 ２／２１／－５．４６０６７６ｅ＋００４

Ｇｒｉｅｗａｎｋ
（－６０，－６０，…，
－６０） １０　 ５／５０／２．２７４８３６ｅ＋０００

１００　 ４／３１／３．６２１７５８ｅ－００２
３００　 ６０／１６８／６．３９６６３９ｅ－００６

（－２０，－２０，…，
－２０） １０　 １２／５２／１．４９０１５７ｅ－００６

１００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００
３００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００

（２，２，…，２） １０　 ２／１９／１．０１２１３０ｅ＋０００
１００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００
３００　 ２／６／０．００００００ｅ＋０００

（２５，２５，…，２５） １０　 ２／１９／２．５６２２０９ｅ＋０００
１００　 ５／３０／１．１０１３４４ｅ＋０００
３００　 ４／１４／０．００００００ｅ＋０００

（３５，３５，…，３５） １０　 ９／５２／３．２３３６４１ｅ－００１
１００　 ５／１６／１．０３０４３６ｅ－００８
３００　 ２／６／１．４３３２９８ｅ－０１３

参数 选 取：ε＝１０－５，δ＝０．１，σ＝０．９．采 用 Ｈｉｍ－
ｍｅｂｌａｕ停止准 则：如 果｜ｆ（ｘｋ）｜＞ｅ１，令ｓｔｏｐ１＝
｜ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ＋１）｜

｜ｆ（ｘｋ）｜
；否 则 令 ｓｔｏｐ１ ＝｜ｆ（ｘｋ）－

ｆ（ｘｋ＋１）｜．如果 ‖ｇ（ｘ）‖ ＜ε或者ｓｔｏｐ１＜ｅ２ 满足，

算法终止，ｅ１＝ｅ２＝１０－５．各代码含义是ｘ０：初始点；

Ｄｉｍ：问题的维数；ＮＩ：迭代次 数；ＮＦＧ：函 数 值 与 梯

度值迭代次数和；ｆ（珚ｘ）：算法终止时的函数值．
　　从表１的数值结果可以看出，算法１能有效地求

解Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ问题，且 随 着 维 数 增 加 迭 代 次 数 和 函

数值次数没有太大变化，随初始点不同，结果变化也

不太大，说明算法的稳定性较好．
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