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摘要：在一维空间中，利用能量等式、Ｈａｒｄｙ不等式、Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式，讨论一个广义薄膜方程的初边值问题扰

动的有限传播，得到方程解的支集传播的有限性．
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　　考虑如下广义薄膜方程的初边值问题：

　　ｕｔ＋ｄｉｖ
（｜△ｕ｜ｐ－２Δｕ）－Δｕ＝０，ｘ∈Ω，ｔ

＞０，ｐ＞２， （１）

　　ｕ＝Δｕ＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０， （２）

　　ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω， （３）

其中ΩＲＮ 为具光滑边界的有界区域．
　　方程（１）为典型的高阶方程，具有很强的物理背
景和丰富的理论内涵，它描述了在近似光滑的固体表
面上，由表面张力推动的液体薄膜高度ｕ（ｘ，ｔ）的演
变［１，２］．Ｊ．Ｒ．Ｋｉｎｇ导出方程（１）后，又利用支集度的局
部分析方法研究了一维情形下的Ｃａｕｃｈｙ问题和特
殊闭形解，如行波解、可分离解、瞬时源解等．在二维
情形下构造整个固体表面上油膜扩散模型［３］时，也可
以用方程（１）来表示．关于广义薄膜方程的初边值问
题，文献［４］已经证明其弱解的存在性．文献［５］进一
步证明弱解的唯一性并讨论了渐近行为．而最近，文
献［６］和［７］在讨论一类重要的拟线性退化抛物方
程———非牛顿渗流方程的逼近能控性时，发现利用解

的有限传播速度可以说明如果对系统施加局部控制，
即限制控制的作用在所考虑区域的一个非空真开子

集上，那么对于任何初值，系统在短时间内都不是逼
近能控的．
　　基于此，本文在一维空间中，利用能量等式、

Ｈａｒｄｙ不等式、Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式，讨论问题（１）～
（３）弱解扰动的有限传播速度．为方便，假定Ω ＝
（０，１）．

　　 定理１　对任意的ρ（ｘ）≥０，ρ（ｘ）∈Ｃ
２（Ω），问

题（１）～ （３）的弱解ｕ满足

　　 １２∫
１

０
ρ（ｘ）｜Ｄｕ（ｘ，ｔ）｜

２ｄｘ－

１
２∫

１

０
ρ（ｘ）｜Ｄｕ０（ｘ）｜

２ｄｘ＝

－Ｑｔ
｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕＤ２（ρ（ｘ）Ｄｕ）ｄｘｄτ－

Ｑｔ
Ｄ２　ｕＤ（ρ（ｘ）Ｄｕ）ｄｘｄτ， （４）

其中，Ｑｔ＝ （０，１）×（０，ｔ），Ｄ＝ ｘ
．

　　证明　类似于参考文献［４］中定理２．１的证明，

对任意的０≤ρ∈Ｃ
２（Ω），有

　　ｆρ（ｔ）＝
１
２∫Ω
ρ（ｘ）｜Ｄｕ（ｘ，ｔ）｜

２ｄｘ∈Ｃ（［０，Ｔ］）．

６１３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２
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考虑泛函

　　Φρ［ｖ］＝
１
２∫Ω
ρ（ｘ）｜Ｄｖ（ｘ）｜

２ｄｘ．

容易看出，Φρ［ｖ］是Ｈ１０（Ω）上的凸泛函．而对任意的τ
∈ （０，Ｔ）和ｈ＞０，有

　　Φρ［ｕ（τ＋ｈ）］－Φρ［ｕ（τ）］≥ ?ｕ（τ＋ｈ）－ｕ（τ），

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?．

又由δΦρ［ｖ］
δｖ ＝－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｖ），再对任意给定的ｔ１，ｔ２

∈ ［０，Ｔ］，ｔ１ ＜ｔ２，上式关于τ在 （ｔ１，ｔ２）上积分，得

　　∫
ｔ２＋ｈ

ｔ２
Φρ［ｕ（τ）］ｄτ－∫

ｔ１＋ｈ

ｔ１
Φρ［ｕ（τ）］ｄτ≥∫

ｔ２

ｔ１

?ｕ（τ＋

ｈ）－ｕ（τ），－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?ｄτ．

在上式两边乘以１
ｈ
，并令ｈ→０，得到

　　Φρ［ｕ（ｔ２）］－Φρ［ｕ（ｔ１）］≥∫
ｔ２

ｔ１

?ｕ
ｔ
，

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄｕ（τ））?ｄτ．
类似地，有

　　Φρ［ｕ（τ）］－Φρ［ｕ（τ－ｈ）］≤ ?ｕ（τ）－ｕ（τ－ｈ），

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?．
从而

　　Φρ［ｕ（ｔ２）］－Φρ［ｕ（ｔ１）］≤∫
ｔ２

ｔ１

?ｕ
ｔ
，

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄｕ（τ））?ｄτ，
因此

　　Φρ［ｕ（ｔ２）］－Φρ［ｕ（ｔ１）］＝∫
ｔ２

ｔ１

?ｕ
ｔ
，

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?ｄτ．
取ｔ１ ＝０，ｔ２ ＝ｔ，由弱解的定义，得到

　　Φρ［ｕ（ｔ）］－Φρ［ｕ（０）］＝

∫
ｔ

０
?－Ｄ（｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕ）＋Ｄ２　ｕ，

－Ｄ（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?ｄτ＝－∫
ｔ

０
?｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕ，

Ｄ２（ρ（ｘ）Ｄ　ｕ（τ））?ｄτ－∫
ｔ

０
?Ｄ２　ｕ，Ｄ（ρ（ｘ）Ｄｕ（τ））?ｄτ．

证明完毕．
　　定理２　假设ｐ＞２，ｓｕｐｐ　ｕ０［ｘ１，ｘ２］，０＜ｘ１
＜ｘ２＜１，且ｕ是问题（１）～（３）的弱解，那么对任意
固定的ｔ＞０，有

　　ｓｕｐｐｕ（ｘ，·） ［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］∩ ［０，１］，

其中ｘ１（ｔ）＝ｘ１－Ｃ１ｔ
１

３ｐ－２，ｘ２（ｔ）＝ｘ２＋Ｃ２ｔ
１

３ｐ－２，

　　Ｃ１ ＝Ｃ（∫
Ｔ

０∫
ｘ１

０
｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ）

ｐ－２
２（３ｐ－２），Ｃ２ ＝

Ｃ（∫
Ｔ

０∫
１

ｘ２
｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ）

ｐ－２
２（３ｐ－２），Ｃ＝２３ｐ－２（２ｐ＋１）ｐ（ｐ－

１）ｐ－１（１＋ｐ－ｐ）．

　　 证明 　 在 （４）式中，取ρ（ｘ）＝ （ｘ－ｙ）
ｓ
＋，ｙ∈

［ｘ２，１］，有

　　 １２∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄｕ（ｘ，ｔ）｜２ｄｘ＝

－∫
ｔ

０∫
１

０
｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕＤ２［（ｘ－ｙ）ｓ＋Ｄｕ］ｄｘｄτ－

∫
ｔ

０∫
１

０
Ｄ２　ｕＤ［（ｘ－ｙ）ｓ＋Ｄｕ］ｄｘｄτ．

记上式的左边为Ｊ，则

　　Ｊ＝－∫
ｔ

０∫
１

０
｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕＤ２［（ｘ－

ｙ）ｓ＋Ｄｕ］ｄｘｄτ－∫
ｔ

０∫
１

０
Ｄ２　ｕＤ［（ｘ－ｙ）ｓ＋Ｄｕ］ｄｘｄτ＝

－∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ－２ｓ∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－１＋ Ｄ２　ｕ｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕｄｘｄτ－ｓ（ｓ－

１）∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－２＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐ－２　Ｄ３　ｕＤｕｄｘｄτ－

∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ２　ｕ｜２ｄｘｄτ－ｓ∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－１＋ Ｄ２　ｕＤｕｄｘｄτ．
利用Ｙｏｕｎｇ不等式，有

　　Ｊ≤－∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋１４∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋Ｃ１∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋

１
４∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋Ｃ２∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－２ｐ＋ ｜Ｄｕ｜ｐｄｘｄτ＋Ｃ３∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋

Ｃ４∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄｕ｜ｐｄｘｄτ．

由于（ｘ－ｙ）＋ （０，１），因此

　　Ｊ≤－１２∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋

Ｃ１∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ＋Ｃ２∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－２ｐ＋ ｜Ｄｕ｜ｐｄｘｄτ．
再利用 Ｈａｒｄｙ不等式［８］，得

　　∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－２ｐ＋ ｜Ｄｕ｜ｐｄｘ≤Ｃ∫

１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘ．
因此

　　 １２∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄｕ｜２ｄｘ＋１２∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ≤Ｃ１∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ．

从而有

　　ｓｕｐ
０＜τ≤ｔ∫

１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄｕ｜２ｄｘ≤Ｃ１∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ， （５）
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　　∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ≤Ｃ１∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ－ｐ＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ． （６）
对（５）式再次利用 Ｈａｒｄｙ不等式，有

　　ｓｕｐ
０＜τ≤ｔ∫

１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄｕ｜２ｄｘ≤Ｃ∫

ｔ

０∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ． （７）
令

　　Ｅｓ（ｙ）＝∫
ｔ

０∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｓ＋｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ，Ｅ０（ｙ）＝

∫
ｔ

０∫
１

０
｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ．

在（６）中取ｓ＝２ｐ＋１，并应用加权Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ不等
式［９］，则有

　　Ｅ２ｐ＋１（ｙ）≤ Ｃ１Ｑｔ

（ｘ－ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ２　ｕ｜ｐｄｘｄτ ≤

Ｃ∫
ｔ

０
（∫
１

０
（ｘ－ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘ）ａ（∫

１

０
（ｘ－

ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄｕ｜２ｄｘ）（１－ａ）ｐ／２ｄτ，

其中１
ｐ ＝

１
ｐ＋２＋

ａ（１
ｐ－

２
ｐ＋２

）＋（１－ａ）１２
，因此

　　０＜ａ＝

１
ｐ－

１
ｐ＋２－

１
２

１
ｐ－

２
ｐ＋２－

１
２

＜１．

再由（７）式和 Ｈｌｄｅｒ不等式，得到

　　Ｅ２ｐ＋１（ｙ）≤Ｃ（Ｑｔ

（ｘ－

ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ）（１－ａ）ｐ／２∫
ｔ

０
（∫
１

０
（ｘ－

ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘ）ａｄτ≤Ｃ［Ｅｐ＋１（ｙ）］（１－ａ）ｐ／２（Ｑｔ

（ｘ－

ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ）ａｔ１－ａ ≤Ｃ（Ｅｐ＋１（ｙ））（１－ａ）ｐ／２＋ａｔ１－ａ．
记λ＝１－ａ，γ＝ａ＋（１－ａ）ｐ／２，那么由Ｈｌｄｅｒ不
等式，有

　　Ｅ２ｐ＋１（ｙ）≤Ｃｔλ［Ｑｔ

（ｘ－

ｙ）ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ］γ ≤Ｃｔλ［Ｑｔ

（ｘ－

ｙ）２ｐ＋１＋ ｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ］
（ｐ＋１）γ
２ｐ＋１ ［∫

ｔ

０∫
１

ｙ
｜Ｄ３　ｕ｜ｐｄｘｄτ］

ｐγ
２ｐ＋１ ≤

Ｃｔλ［Ｅ２ｐ＋１（ｙ）］（ｐ＋１）γ／（２ｐ＋１）［Ｅ０（ｙ）］ｐγ／（２ｐ＋１）．
因此

　　Ｅ２ｐ＋１（ｙ）≤Ｃｔλ／σ［Ｅ０（ｙ）］ｐγ／（（２ｐ＋１）σ），σ＝１－
ｐ＋１
２ｐ＋１γ＞

０．

再次利用 Ｈｌｄｅｒ不等式，得

　　Ｅ１（ｙ）≤ ［Ｅ２ｐ＋１（ｙ）］１／（２ｐ＋１）［Ｅ０（ｙ）］２ｐ／（２ｐ＋１）≤
Ｃｔγ１［Ｅ０（ｙ）］１＋θ，

其中

　　γ１＝ λ
σ（２ｐ＋１）

，θ＝ ｐγ
σ（２ｐ＋１）２

－ １
２ｐ＋１＞

０．

注意到Ｅ′１（ｙ）＝－Ｅ０（ｙ），则

　　Ｅ′１（ｙ）≤－Ｃｔ－γ１／（θ＋１）［Ｅ１（ｙ）］１／（θ＋１）．
若Ｅ１（ｘ２）＝０，则ｓｕｐｐｕ［０，ｘ２］．若Ｅ１（ｘ２）＞０，则
存在一个最大区间 ［ｘ２，ｘ＊２ ］，使得 Ｅ１（ｙ）＞ ０，

Ｅ１（ｘ＊２ ）＝０，且

　　［（Ｅ１（ｙ））θ／（θ＋１）］′＝ θ
θ＋１

Ｅ１′（ｙ）
［Ｅ１（ｙ）］θ／（θ＋１）≤

－Ｃｔ－γ１／（θ＋１）．
把上式在（ｘ２，ｘ＊２ ）上积分，得

　　Ｅ１（ｘ＊２ ）θ／（θ＋１）－Ｅ１（ｘ２）θ／（θ＋１）≤－Ｃｔ－γ１／（θ＋１）（ｘ＊２ －
ｘ２），
即

　　ｘ＊２ ≤ｘ２＋Ｃｔμ（Ｅ０（ｘ２））θ／（θ＋１）≡ｘ２（ｔ），μ＝
γ１
θ＋１

＝ １
３ｐ－２＞

０．

再由参考文献［４］的结果知，Ｅ０（ｙ）被一个不依赖于

ｙ的常数Ｃ所控制．所以

　　ｓｕｐｐｕ（·，ｔ） ［０，ｘ２（ｔ）］．
类似地，可以证明

　　ｓｕｐｐｕ（·，ｔ） ［ｘ１（ｔ），１］．
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