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摘要：利用矩阵的奇异值分解和矩阵对的广义奇异值分解，得到一类线性流形上次反对称矩阵在加权范数下的最

小二乘解，导出解集合中与给定矩阵最佳逼近解的表达式．
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　　记Ｒｎ×ｍ表示所有ｎ×ｍ阶实矩阵集合；ＯＲｎ×ｎ表示
所有ｎ阶正交矩阵集合；ＡＳＲｎ×ｎ 表示所有ｎ阶实反对
称矩阵集合；ＳＲｎ×ｎ＋ 表示所有ｎ阶实对称正定矩阵集
合；Ｉｋ表示ｋ阶单位矩阵；Ｓｎ＝（ｅｎ，ｅｎ－１，…，ｅ１）∈Ｒｎ×ｎ，
其中ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示Ｉｎ 的第ｉ列；对于Ａ ＝
（ａｉｊ）ｎ×ｍ 和Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｍ，Ａ＊Ｂ＝（ａｉｊｂｉｊ）ｎ×ｍ表示矩阵Ａ
与Ｂ的Ｈａｄａｍａｒｄ积；ＡＴ，ｒａｎｋ（Ａ）分别表示矩阵Ａ的
转置和 Ａ 的秩；‖‖ 在无说明的情况下，均指

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，同时对于Ｗ ∈ＳＲｋ×ｋ＋ ，定义矩阵Ａ的加
权范数为‖Ａ‖Ｗ ＝ ‖ＷＡ‖．
　　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，若Ａ的元素关于其次对角线
对称，即ａｉｊ＝ａｎ＋１－ｊ，ｎ＋１－ｉ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，则称Ａ为ｎ阶
次对称矩阵，并把所有ｎ阶次对称矩阵的全体记为

ＫＳＲｎ×ｎ．若Ａ的元素满足ａｉｊ ＝－ａｎ＋１－ｊ，ｎ＋１－ｉ，ｉ，ｊ＝１，２，
…，ｎ，则称Ａ为ｎ阶次反对称矩阵，并把所有ｎ阶次反
对称矩阵［１］的全体记为ＡＫＳＲｎ×ｎ．

　　 若设矩阵Ａ０，Ｂ０ ∈Ｒｋ×ｎ，可令

　　Ｓ＝｛Ｘ∈ＡＫＳＲｎ×ｎ｜ｆ０（Ｘ）＝‖Ａ０Ｘ－Ｂ０‖Ｗ ＝
ｍｉｎ｝． （１）

　　对于矩阵方程在加权范数下的最小二乘解的研究
到目前为止已取得了一些成果［２，３］．本文在此基础上运
用矩阵的奇异值分解和矩阵对的广义奇异值分解研究

线性流形上矩阵方程ＸＴＡＸ＝Ｂ的加权最小二乘次反
对称解．

１　 加权最小二乘解问题

　　 问题Ⅰ　给定矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｋ，Ｂ∈Ｒｋ×ｋ，求Ｘ∈Ｓ
使得‖ＡＴＸＡ－Ｂ‖Ｗ ＝ｍｉｎ．

　　 问题 Ⅱ　 给定 Ｘ
～

∈Ｒｎ×ｎ，求 Ｘ＊ ∈ＳＥ 使得

‖Ｘ＊ －Ｘ
～

‖ ＝ ｍｉｎ
Ｘ∈ＳＥ

‖Ｘ－Ｘ
～

‖，其中ＳＥ 是问题 Ⅰ

的解集合．

２　 问题 Ⅰ 的解

　　 引理１［２］　 假定Ｇ∈Ｒｓ×ｓ，Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，

σｓ），σｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｓ，则存在唯一的Ｍ∈ＡＳＲｓ×ｓ，

使得 ‖ΣＭ－Ｇ‖ ＝ｍｉｎ，且Ｍ＝Φ＊（ΣＧ－ＧＴΣ），
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其中Φ＝ （φｉｊ）∈ＳＲ
ｓ×ｓ，φｉｊ ＝

１
σ２ｉ ＋σ２ｊ

，１≤ｉ，ｊ≤ｓ．

　　 引理２［２］　 假定Ｇ∈Ｒｓ×ｓ，Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，

σｓ），σｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｓ，则存在唯一的Ｍ∈Ｒｓ×ｓ，使
得 ‖ΣＭ －Ｇ‖ ＝ｍｉｎ，且Ｍ ＝Σ－１　Ｇ．
　　 引理３［４，５］已知对角矩阵Ｄ１ ＝ｄｉａｇ（α１，α２，…，

αｎ）＞０，Ｄ２＝ｄｉａｇ（β１，β２，…，βｎ）＞０，矩阵Ｅ＝（ｅｉｊ）

∈Ｒｎ×ｎ，则问题‖Ｄ１ＧＤ２－Ｅ‖２＝ｍｉｎ，Ｇ＝（ｇｉｊ）∈

ＡＳＲｎ×ｎ 存 在 唯 一 解：Ｇ ＝ １
２Ψ＊

（Ｄ１ＥＤ２ －

Ｄ２ＥＴＤ１），其中Ψ＝（ψｉｊ），ψｉｊ ＝
１

α２ｉβ
２
ｊ＋α２ｊβ

２
ｉ
，ｉ，ｊ＝１，

２，…，ｎ．
　　 设ＷＡ０Ｓｎ 的奇异值分解为

　　ＷＡ０Ｓｎ ＝Ｕ
Σ ０（ ）０ ０

ＶＴ， （２）

其中Ｕ＝（Ｕ１，Ｕ２）∈ＯＲｋ×ｋ，Ｖ＝（Ｖ１，Ｖ２）∈ＯＲｎ×ｎ，

Σ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｔ），σｉ ＞０，ｉ＝１，２，…，ｔ，Ｕ１ ∈
Ｒｋ×ｔ，Ｖ１ ∈Ｒｎ×ｔ，ｔ＝ｒａｎｋ（ＷＡ０Ｓｎ）．

　　 再记ＶＴＳｎＸＶ＝
Ｘ１１ Ｘ１２
－ＸＴ

１２ Ｘ
烄

烆

烌

烎２２ｔ　ｎ－ｔ

ｔ
ｎ－ｔ

，ＵＴＷＢ０Ｖ

＝
Ｂ１１ Ｂ１２
Ｂ２１ Ｂ
烄

烆

烌

烎２２ｔ　ｎ－ｔ

ｔ
ｋ－ｔ

． （３）

　　 定理１　 给定Ａ０，Ｂ０ ∈Ｒｋ×ｎ，Ｗ ∈ＳＲｋ×ｋ＋ ，若

ＷＡ０Ｓｎ 的奇异值分解如（２）式所示，ＶＴＳｎＸＶ 和

ＵＴＷＢ０Ｖ 的分块如（３）式所示，则（１）式中定义的Ｓ
可以表示为

　　Ｓ＝ ｛Ｘ｜Ｘ＝

ＳｎＶ
Φ＊（ΣＢ１１－ＢＴ１１Σ） Σ－１　Ｂ１２

－ＢＴ１２Σ－１　 Ｘ
烄

烆

烌

烎２２
ＶＴ，Ｘ２２ ∈

ＡＳＲ（ｎ－ｔ）×（ｎ－ｔ）｝． （４）

　　 证明 　 由于 ‖Ａ０Ｘ－Ｂ‖２Ｗ ＝ ‖ＷＡ０Ｘ－

ＷＢ‖２ ＝ ‖Ｕ
Σ ０（ ）０ ０

ＶＴＳｎＸ－ＷＢ‖２ ＝

‖
Σ ０（ ）０ ０

ＶＴＳｎＸＶ－ＵＴＷＢＶ‖２ ＝

‖
Σ ０（ ）０ ０

Ｘ１１ Ｘ１２
－ＸＴ

１２ Ｘ
烄

烆

烌

烎２２
－
Ｂ１１ Ｂ１２
Ｂ２１ Ｂ
烄

烆

烌

烎２２
‖２ ＝

‖ΣＸ１１－Ｂ１１‖２＋‖ΣＸ１２－Ｂ１２‖２＋‖－Ｂ２１‖２＋
‖－Ｂ２２‖２， （５）

　　 而由（５）式可知ｆ０（Ｘ）＝ ‖Ａ０Ｘ－Ｂ０‖Ｗ ＝
ｍｉｎ等价于

　　‖ΣＸ１１－Ｂ１１‖＝ｍｉｎ，‖ΣＸ１２－Ｂ１２‖＝ｍｉｎ．
（６）

　　 再由引理 １，引理 ２ 和 （６）式可知 Ｘ１１ ＝

Φ＊（ΣＢ１１－ＢＴ１１Σ），Ｘ１２ ＝Σ－１　Ｂ１２，其中Φ＝ （φｉｊ）∈

ＳＲｔ×ｔ，φｉｊ ＝
１

σ２ｉ ＋σ２ｊ
，１≤ｉ，ｊ≤ｔ．将Ｘ１１，Ｘ１２代人（３）

式即可得（４）式．
　　记ＷＡＴＳｎＶ２＝Ａ１，ＶＴ

２Ａ＝Ａ２，矩阵对（ＡＴ１，Ａ２）
的广义奇异值分解为

　　ＡＴ１ ＝ＭΣ１ＰＴ，Ａ２ ＝ＭΣ２ＱＴ， （７）
其中Ｍ ∈Ｒ（ｎ－ｔ）×（ｎ－ｔ）为非奇异矩阵，Ｐ，Ｑ∈ＯＲｋ×ｋ为
正交矩阵，且

　　Σ１ ＝

Ｉｌ ０ ０

０ Ｓ１ ０

０ ０ ０１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
ｌ　ｍ　ｋ－ｌ－ｍ

ｌ
ｍ

ｈ－ｌ－ｍ
ｎ－ｔ－ｈ

，

　　Σ２ ＝

Ｏ２ ０ ０
０ Ｓ２ ０
０ ０ Ｉｈ－ｌ－ｍ

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
ｋ＋ｌ－ｈ　ｍ　ｈ－ｌ－ｍ

ｌ
ｍ

ｈ－ｌ－ｍ
ｎ－ｔ－ｈ

，

ｈ＝ｒａｎｋ（ＡＴ１，Ａ２），ｌ＝ｈ－ｒａｎｋＡ（ ）２ ，ｍ＝ｒａｎｋ（ＡＴ１）
＋ｒａｎｋ（Ａ２）－ｈ，Ｓ１＝ｄｉａｇ（ａ１，ａ２，…，ａｍ）＞０，Ｓ２＝
ｄｉａｇ（ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ）＞０，Ｏ１，Ｏ２，Ｏ均为零矩阵．又记

　　Ｘ０ ＝ＳｎＶ
Φ＊（ΣＢ１１－ＢＴ１１Σ） Σ－１　Ｂ１２

－ＢＴ１２Σ－１
烄

烆

烌

烎０
ＶＴ，

（８）
　　ＭＴＸ２２Ｍ ＝

Ｘ
－

１１ Ｘ
－

１２ Ｘ
－

１３ Ｘ
－

１４

－珡ＸＴ
１２ Ｘ

－

２２ Ｘ
－

２３ Ｘ
－

２４

－珡ＸＴ
１３ －珡ＸＴ

２３ Ｘ
－

３３ Ｘ
－

３４

－珡ＸＴ
１４ －珡ＸＴ

２４ －珡ＸＴ
３４ Ｘ

－

烄

烆

烌

烎４４

ｌ
ｍ

ｈ－ｌ－ｍ
ｎ－ｔ－ｈ

， （９）

　　ＰＴＷ（Ｂ－ＡＴＸ０Ａ）Ｑ＝

Ｂ
－

１１ Ｂ
－

１２ Ｂ
－

１３

Ｂ
－

２１ Ｂ
－

２２ Ｂ
－

２３

Ｂ
－

３１ Ｂ
－

３２ Ｂ
－

烄

烆

烌

烎３３

ｌ
ｍ

ｋ－ｌ－ｍ
． （１０）

　　 定理２　 给定矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｋ，Ｂ∈Ｒｋ×ｋ，若矩阵
对（ＡＴ１，Ａ２）的 广 义 奇 异 值 分 解 如 （７）式 所 示，
ＭＴＸ２２Ｍ 和ＰＴＷ（Ｂ－ＡＴＸ０Ａ）Ｑ分块分别为（９）式，
（１０）式所示，则问题 Ⅰ 的解集合为

　　ＳＥ ＝ ｛Ｘ｜Ｘ＝Ｘ０＋ＳｎＶ２Ｍ－Ｔ·

Ｘ
－

１１ Ｂ
－

１２Ｓ－１２ Ｂ
－

１３ Ｘ
－

１４

－Ｓ－１２珚ＢＴ１２ 珡Ｘ＊
２２ Ｓ－１１Ｂ

－

２３ Ｘ
－

２４

－珚ＢＴ１３ －珚ＢＴ２３Ｓ－１１ Ｘ
－

３３ Ｘ
－

３４

－珚ＢＴ１４ －珚ＢＴ２４ －珚ＢＴ３４ Ｘ
－

烄

烆

烌

烎４４

·

４１３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２



Ｍ－１　ＶＴ
２｝， （１１）

其中珡Ｘ＊
２２ ＝ １２Ψ＊

（Ｓ１Ｂ
－

２２Ｓ２－Ｓ２珚ＢＴ２２Ｓ１），Ψ ＝ （ψｉｊ），

ψｉｊ ＝
１

ａ２ｉｂ２ｊ＋ａ２ｊｂ２ｉ
，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｔ，Ｘ

－

１１，Ｘ
－

３３，Ｘ
－

４４为任

意的反对称矩阵，Ｘ
－

１４，Ｘ
－

２４，Ｘ
－

３４ 为任意矩阵．
　　 证明　对于Ｘ∈Ｓ，由定理１可知Ｘ＝Ｘ０＋
ＳｎＶ２Ｘ２２ＶＴ

２，其中Ｘ０ 如（８）式所示，则有

　　‖ＡＴＸＡ－Ｂ‖２Ｗ ＝‖ＡＴ（Ｘ０＋ＳｎＶ２Ｘ２２ＶＴ
２）Ａ－

Ｂ‖２Ｗ ＝ ‖ＷＡＴＳｎＶ２Ｘ２２ＶＴ
２Ａ－Ｗ（Ｂ－ＡＴＸ０Ａ）‖２

＝ ‖ΣＴ１ＭＴＸ２２ＭΣ２－ＰＴＷ（Ｂ－ＡＴＸ０Ａ）Ｑ‖２ ＝

‖－Ｂ
－

１１‖２＋‖Ｘ
－

１２Ｓ２－Ｂ
－

１２‖２＋‖Ｘ
－

１３－

Ｂ
－

１３‖２＋‖－Ｂ
－

２１‖２＋‖Ｓ１Ｘ
－

２２Ｓ２－Ｂ
－

２２‖２＋

‖Ｓ１Ｘ
－

２３－Ｂ
－

２３‖２＋‖－Ｂ
－

３１‖２＋‖－Ｂ
－

３２‖２＋

‖－Ｂ
－

３３‖２． （１２）

由（１２）式 可 知 ‖ＡＴＸＡ－Ｂ‖Ｗ ＝ ｍｉｎ 等 价 于

‖Ｘ
－

１２Ｓ２－Ｂ
－

１２‖ ＝ｍｉｎ，‖Ｘ
－

１３－Ｂ
－

１３‖ ＝ｍｉｎ，

‖Ｓ１Ｘ
－

２２Ｓ２－Ｂ
－

２２‖＝ｍｉｎ，‖Ｓ１Ｘ
－

２３－Ｂ
－

２３‖＝ｍｉｎ，
再由引理２，引理３得出（１１）式．

３　 问题 Ⅱ 的解

　　 引理４［１］　 若Ｒｎ×ｎ ＝ＫＳＲｎ×ｎ＋ＡＫＳＲｎ×ｎ，Ｘ
～

∈

Ｒｎ×ｎ，则存在唯一的Ｘ
～

１ ∈ＫＳＲｎ×ｎ，Ｘ
～

２ ∈ＡＫＳＲｎ×ｎ，

使得Ｘ
～

＝Ｘ
～

１＋Ｘ
～

２，其中Ｘ
～

１ ＝Ｘ
～

＋ＳｎＸ
～
ＴＳｎ

２
，Ｘ
～

２ ＝

Ｘ
～

－ＳｎＸ
～
ＴＳｎ

２
，（Ｘ

～

１，Ｘ
～

２）＝０．

　　引理５［６］　设Ｅ＝（ｅｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，则存在唯一反对
称矩阵Ｇ ＝ （ｇｉｊ）∈ＡＳＲｎ×ｎ，使得ｇ（Ｇ）＝ ‖Ｇ－

Ｅ‖２ ＝ｍｉｎ，Ｇ＝Ｅ－Ｅ
Ｔ

２ ．

　　 定理３　 给定的符号与定理２相同．由于ＳＥ 是
一个闭凸集，因此问题 Ⅱ 存在最佳逼近解

　　Ｘ＊ ＝Ｘ０＋ＳｎＶ２Ｍ－Ｔ·

Ｃ１１－ＣＴ１１
２ Ｂ

－

１２Ｓ－１２ Ｂ
－

１３ Ｃ１４

－Ｓ－１２珚ＢＴ１２ 珡Ｘ＊
２２ Ｓ－１１Ｂ

－

２３ Ｃ２４

－珚ＢＴ１３ －珚ＢＴ２３Ｓ－１１ Ｃ３３－ＣＴ３３
２ Ｃ３４

－ＣＴ１４ －ＣＴ２４ －ＣＴ３４ Ｃ４４－ＣＴ４４

烄

烆

烌

烎２

·

Ｍ－１　ＶＴ
２． （１３）

　　证明　由引理４可知，对Ｘ
～

∈Ｒｎ×ｎ，则存在唯一

的Ｘ
～

１ ∈ＫＳＲｎ×ｎ，Ｘ
～

２ ∈ＡＫＳＲｎ×ｎ，使Ｘ
～

＝Ｘ
～

１＋Ｘ
～

２，

且Ｘ
～

２ ＝Ｘ
～

－ＳｎＸ
～
ＴＳｎ

２ ．

　　 由定理２可知，对于Ｘ∈ＳＥ，

　　Ｘ＝Ｘ０＋ＳｎＶ２Ｍ－Ｔ·

Ｘ
－

１１ Ｂ
－

１２Ｓ－１２ Ｂ
－

１３ Ｘ
－

１４

－Ｓ－１２珚ＢＴ１２ 珡Ｘ＊
２２ Ｓ－１１Ｂ

－

２３ Ｘ
－

２４

－珚ＢＴ１３ －珚ＢＴ２３Ｓ－１１ Ｘ
－

３３ Ｘ
－

３４

－珡ＸＴ
１４ －珡ＸＴ

２４ －ＸＴ
３４ Ｘ

－

烄

烆

烌

烎４４

·

Ｍ－１　ＶＴ
２． （１４）

再由正交矩阵的保范性，有

　　‖Ｘ－Ｘ
～

‖２ ＝

‖

Ｘ
－

１１ Ｂ
－

１２Ｓ－１２ Ｂ
－

１３ Ｘ
－

１４

－Ｓ－１２珚ＢＴ１２ 珡Ｘ＊
２２ Ｓ－１１Ｂ

－

２３ Ｘ
－

２４

－珚ＢＴ１３ －珚ＢＴ２３Ｓ－１１ Ｘ
－

３３ Ｘ
－

３４

－珡ＸＴ
１４ －珡ＸＴ

２４ －珡ＸＴ
３４ Ｘ

－

烄

烆

烌

烎４４

－

ＭＴＶＴ
２Ｓｎ（Ｘ

～

２－Ｘ０）Ｖ２Ｍ‖２‖Ｍ２‖＋‖－

ＶＴ
１Ｓｎ（Ｘ

～

２－Ｘ０）Ｖ１‖２＋‖－ＶＴ
１Ｓｎ（Ｘ

～

２－

Ｘ０）Ｖ２‖２＋‖－ＶＴ
２Ｓｎ（Ｘ

～

２－Ｘ０）Ｖ１‖２＋‖－

Ｘ
～

１‖２．

显然ＭＴＶＴ
２Ｓｎ（Ｘ

～

２－Ｘ０）Ｖ２Ｍ 是反对称矩阵．可令

　　ＭＴＶＴ
２Ｓｎ（Ｘ

～

２－Ｘ０）Ｖ２Ｍ ＝
Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３ Ｃ１４
－ＣＴ１２ Ｃ２２ Ｃ２３ Ｃ２４
－ＣＴ１３ －ＣＴ２３ Ｃ３３ Ｃ３４
－ＣＴ１４ －ＣＴ２４ －ＣＴ３４ Ｃ

烄

烆

烌

烎４４

ｌ
ｍ

ｈ－ｌ－ｍ
ｎ－ｔ－ｈ

，

则问题 ‖Ｘ－Ｘ
～

‖ ＝ｍｉｎ等价于

　　‖Ｘ
～

ｉｉ－Ｃｉｉ‖ ＝ｍｉｎ，ｉ＝１，３，４， （１５）

Ｘ
～

ｉｉ 为反对称矩阵；

　　‖Ｘ
～

ｉ４－Ｃｉ４‖ ＝ｍｉｎ，ｉ＝１，２，３． （１６）
又由引理５和（１５）式得

　　Ｘ
～

ｉｉ ＝Ｃｉｉ－Ｃ
Ｔ
ｉｉ

２
，ｉ＝１，３，４． （１７）

由（１６）式得

　　Ｘ
～

ｉ４ ＝Ｃｉ４，ｉ＝１，２，３． （１８）
把（１７）式，（１８）式代人（１４）式即可得到（１３）式．

（下转第３２２页Ｃｏｎｔｉｎｕｅ　ｏｎ　ｐａｇｅ　３２２）　　
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