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　　近３０年来，弱 Ｈｏｐｆ代 数 以 更 宽 泛 的 视 角 和 独

特的内涵，给 Ｈｏｐｆ代 数 的 研 究 增 添 了 活 力，国 内 的

不少学者正是通过弱化条件构造了多个不同结构的

弱 Ｈｏｐｆ代数．文 献［１］引 进 了 交 叉 积 的 对 偶 交 叉 余

积的概念，证明了余ｃｌｅｆｔ模余代数的结构定理，讨论

了 Ｈｏｐｆ代数余 可 裂 正 合 序 列 并 推 广 了 余 代 数 的 结

构性质．本文在此基础上探讨交叉余积上弱 Ｈｏｐｆ代

数的结构问题，所有符号与文献［１，２］保持一致，所有

向量空间默认为域Ｋ 上的，Ｈ 为 Ｈｏｐｆ代数，Ａ为代

数．

１　 基本定义和引理

　　 定义１．１［２］　 设Ｈ 是Ｈｏｐｆ代数，Ａ为代数．若

Ｈ 度量Ａ 且σ∈ＨｏｍＫ（Ｈ Ｈ，Ａ）是可逆元，则Ａ
关于Ｈ 的交叉积Ａ＃σＨ 是ＡＨ，作为向量空间乘

法为

　　（ａ＃ｈ）（ｂ＃ｋ）＝∑（ｈ１·ａ）σ（ｈ２，ｋ１）＃ｈ３ｋ２，
其中ｈ，ｋ∈Ｈ，ａ，ｂ∈Ａ．

　　这里，把ａｈ写作ａ＃ｈ．当σ是平凡的，即σ（ｈ，

ｋ）＝（ｈ）（ｋ）１Ａ 时，记Ａ＃σＨ 为Ａσ［Ｈ］，且称其交叉

积为扭转积，乘法为

　　（ａ＃ｈ）（ｂ＃ｋ）＝∑ａ（ｈ１·ｂ）＃ｈ３ｋ，

其中ｈ，ｋ∈Ｈ，ａ，ｂ∈Ａ．
　　定义１．２［１］　设Ｃ是弱左Ｈ?余模，线性映射α：

Ｃ→ＨＨ，其中α（ｃ）＝∑α１（ｃ）α２（ｃ），ｃ∈Ｃ．
向量空间Ｃ×αＨ ＝ＣＨ 关于余乘

　　Δ（ｃ×ｈ）＝∑ｃ１×ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１ｃ２２×α２（ｃ３）ｈ２，
且ρ（ｃ）＝∑ｃ１ ｃ２ 为左Ｈ?余模结构映射，ｃ∈

Ｃ，ｈ∈Ｈ．
　　 我 们 记ｃｈ 为ｃ×ｈ，如 果ε（ｃ×ｈ）＝
εＣ（ｃ）εＨ（ｈ）是余单位且满足余结合律，则称Ｃ×αＨ 为

关于ρ和α的交叉余积．若ρ是平凡的，即ρ（ｃ）＝１
ｃ，则记Ｃ×αＨ 为Ｃα［Ｈ］，并称其余交叉余积为扭转

余积，余乘为

　　Δ（ｃ×ｈ）＝∑ｃ１×α１（ｃ３）ｈ１ ｃ２×α２（ｃ３）ｈ２，
其中 ｃ∈Ｃ，ｈ∈Ｈ．
　　 引理１．１［２］　Ａ＃σＨ 是 结 合 代 数，其 单 位 元 为

１＃１，当且仅当

　　（１）Ａ是扭转Ｈ?模，即１·ａ＝ａ，且

　　ｈ·（ｋ·ａ）＝∑σ（ｈ１，ｋ１）（ｈ２ｋ２·ａ）σ－１（ｈ３，ｋ３），
其中ｈ，ｋ∈Ｈ，ａ∈Ａ．
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　　（２）σ是余循环，即σ（ｈ，１）＝σ（１，ｈ）＝ε（ｈ）１，且

　　∑［ｈ１·σ（ｋ１，ｍ１）］σ（ｈ２，ｋ２ｍ２）＝∑σ（ｈ１，
ｋ１）σ（ｈ２ｋ２，ｍ），
其中ｈ，ｋ，ｍ∈Ｈ．
　　 若Ａ不必是Ｈ?模且σ的值也不一定在Ａ 的中

心，那么由引理１．１的对偶性，有

　　 引理１．２［１］　如果定义１．２中的Ｃ×αＨ 对ｃ∈

Ｃ，有∑ε（α２（ｃ））α１（ｃ）＝ε（ｃ）１Ｈ，那么Ｃ×αＨ 是余结

合余代数当且仅当，对 ｃ∈Ｃ，

　　（１）∑ｃ１１α１（ｃ２）α１（ｃ２１）（α２（ｃ２））１ 
α２（ｃ２１）（α２（ｃ２））２ ＝∑α１（ｃ１）（α１（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α１（ｃ２））２ α２（ｃ２）．

　　（２）∑ｃ１１α１（ｃ２）ｃ２１１α２（ｃ２）ｃ２２１ ＝
∑α１（ｃ１）（ｃ１２）１ α２（ｃ１）（ｃ１２）２ ｃ２２．
此时，我们称Ｃ为左Ｈ?余模余代数．
　　 由文献［３］知，当Ｈ 是弱 Ｈｏｐｆ代数，那么

　　（１）设Ｃ是余代数．如果存在Ｋ?线性映射α：Ｃ

→ＨＨ使得α（ｃ）＝∑α１（ｃ）α２（ｃ），那么α是可

逆映射并满足

　　（ａ）α１（ｃ）εＨ（α２（ｃ）１ｈ）α２（ｃ）２ ＝
εＨ（α１（ｃ）２ｈ）α１（ｃ）１ α２（ｃ），

　　（ｂ）α１（ｃ）εＨ（ｈα２（ｃ）１）α２（ｃ）２ ＝
εＨ（ｈα１（ｃ）２）α１（ｃ）１ α２（ｃ），
其中 ｃ∈Ｃ，ｈ∈Ｈ．
　　（２）设Ｃ是弱双代数．若α∈Ｈｏｍ（Ｃ，Ｈ Ｈ），
对 ｃ∈Ｃ，则

　　１１α１（ｃ）１２α２（ｃ）＝α１（ｃ）α２（ｃ）＝α１（ｃ）１１
α２（ｃ）１２．

２　 主要结果

　　引理２．１　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，
则Ｃ×αＨ 是余结合余代数，当且仅当，对 ｃ∈Ｃ

　　（１）∑ｃ１１α１（ｃ２）α１（ｃ２１）（α２（ｃ２））１ 
α２（ｃ２１）（α２（ｃ２））２ ＝∑α１（ｃ１）（α１（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α１（ｃ２））２ α２（ｃ２），

　　（２）∑ｃ１１α１（ｃ２）ｃ２１１α２（ｃ２）ｃ２２１ ＝
∑α１（ｃ１）（ｃ１２）１ α２（ｃ１）（ｃ１２）２ ｃ２２．
　　引理２．２　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，

Ｃ×αＨ 为交叉余积，则ΔＣ×αＨ 是余乘映射，当且仅当

　　（１）∑ａ１ｂ１α（ａ２ｂ２）＝∑ａ１α１（ａ２）ｂ１α１（ｂ２）
α２（ａ２）α２（ｂ２），

　　（２）∑ｂ１α１（ｂ２）ｋ１ α２（ｂ２）ｋ２ ＝

∑ｋ１ｂ１α１（ｂ２）ｋ２α２（ｂ２）．

其 中，Ｃ×αＨ 的乘法是（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ）＝ａｂ×ｋｈ，ａ，

ｂ∈Ｃ，ｈ，ｋ∈Ｈ．
　　 证明 　 由于ΔＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ））＝ΔＣ×αＨ（ａ
×ｋ）ΔＣ×αＨ（ｂ×ｈ），其中

　　ΔＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ））＝ΔＣ×αＨ（ａｂ×ｋｈ）＝

∑ａ１ｂ１×ａ１２ｂ１２α１（ａ３ｂ３）ｋ１ｈ１ａ２２ｂ２２×α２（ａ３ｂ３）ｋ２ｈ２，

　　ΔＣ×αＨ（ａ×ｋ）ΔＣ×αＨ（ｂ×ｈ）＝∑ （ａ１×

ａ１２α１（ａ３）ｋ１ ａ２２×α２（ａ３）ｋ２）（ｂ１×ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ 

ｂ２２×α２（ｂ３）ｈ２）＝∑ａ１ｂ１×
ａ１２α１（ａ３）ｋ１ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ ａ２２ｂ２２×α２（ａ３）ｋ２α２（ｂ３）ｈ２，
故有

　　∑ａ１ｂ１×ａ１２ｂ１２α１（ａ３ｂ３）ｋ１ｈ１ ａ２２ｂ２２×
α２（ａ３ｂ３）ｋ２ｈ２ ＝∑ａ１ｂ１×ａ１２α１（ａ３）ｋ１ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ 
ａ２２ｂ２２×α２（ａ３）ｋ２α２（ｂ３）ｈ２．
把（ε×Ｉε×Ｉ）作用于上式两边，得

　　∑ε（ａ１ｂ１）×ａ１２ｂ１２α１（ａ３ｂ３）ｋ１ｈ１ ε（ａ２２ｂ２２）×
α２（ａ３ｂ３）ｋ２ｈ２ ＝ ∑ε（ａ１ｂ１）×ａ１２α１（ａ３）ｋ１ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１
ε（ａ２２ｂ２２）×α２（ａ３）ｋ２α２（ｂ３）ｈ２，

　　∑ａ１ｂ１α１（ａ２ｂ２）ｋ１ｈ１ α２（ａ２ｂ２）ｋ２ｈ２ ＝

∑ａ１α１（ａ２）ｋ１ｂ１α１（ｂ２）ｈ１ α２（ａ２）ｋ２α２（ｂ２）ｈ２．
若令ｋ＝１，ｈ＝１，有

　　∑ａ１ｂ１α（ａ２ｂ２）＝∑ａ１α１（ａ２）ｂ１α１（ｂ２）

α２（ａ２）α２（ｂ２）．
若令ａ＝１，ｈ＝１，有

　　∑ｂ１α１（ｂ２）ｋ１ α２（ｂ２）ｋ２ ＝∑ｋ１ｂ１α１（ｂ２）

ｋ２α２（ｂ２）．
　　引理２．３　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，

Ｃ×αＨ 为交叉余积，则εＣ×αＨ 是余单位映射，当且仅当

　　（１）∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ１ｂ２２）εＨ（ｋｂ１２α１（ｂ３）ｈ１）εＨ（α２（ｂ３）ｈ２ｐ），
　　（２）∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ２２ｂ１）εＨ（ｋα２（ｂ３）ｈ２）εＨ（ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ｐ），
其中，ａ，ｂ，ｃ∈Ｃ，ｋ，ｈ，ｐ∈Ｈ．
　　 证明 　 由弱 Ｈｏｐｆ代数定义可知，

　　εＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ）（ｃ×ｐ））＝∑εＣ×αＨ（（ａ×
ｋ）（ｂ×ｈ）１）εＣ×αＨ（（ｂ×ｈ）２（ｃ×ｐ））．
那么，有
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　　εＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ）（ｃ×ｐ））＝∑εＣ×αＨ（ａｂｃ×
ｋｈｐ）＝∑εＣ（ａｂｃ）εＨ（ｋｈｐ），
　　∑εＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ×ｈ）１）εＣ×αＨ（（ｂ×ｈ）２（ｃ×ｐ））
＝ ∑εＣ×αＨ（（ａ×ｋ）（ｂ１ ×ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１））εＣ×αＨ（（ｂ２２ ×
α２（ｂ３）ｈ２）（ｃ×ｐ））＝

∑εＣ（ａｂ１ｂ２２ｃ）εＨ（ｋｂ１２α１（ｂ３）ｈ１）εＨ（α２（ｂ３）ｈ２ｐ）．
令ａ＝１，ｃ＝１，则有

　　∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ１ｂ２２）εＨ（ｋｂ１２α１（ｂ３）ｈ１）εＨ（α２（ｂ３）ｈ２ｐ）．
类似可得，

　　∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ２２ｂ１）εＨ（ｋα２（ｂ３）ｈ２）εＨ（ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ｐ）．
　　引理２．４　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，

Ｃ×αＨ 为交叉余积，则以下等式成立

　　（１）∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ 
１Ｃ２ α２（１

２
Ｃ３
）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ３α１（１Ｃ４）

１１Ｃ１α１（１Ｃ２）α２（１Ｃ４）１
２
Ｃ１ α２（１Ｃ２）．

　　（２）∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ 
１Ｃ２ α２（１

２
Ｃ３
）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ１α１（１Ｃ２）

α２（１Ｃ２）１
１
Ｃ３α１（１Ｃ４）１

２
Ｃ３ α２（１Ｃ４）．

　　 证明 　 由弱 Ｈｏｐｆ代数定义可知

　　（ＩΔＣ×αＨ）ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×１Ｈ）＝ （（１Ｃ ×１Ｈ）
ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×１Ｈ））（ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×１Ｈ） （１Ｃ ×１Ｈ））．
那么，有

　　（ＩΔＣ×αＨ）ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×１Ｈ）＝∑（Ｉ
ΔＣ×αＨ）（１Ｃ１×１

１
Ｃ２α１（１Ｃ３）１Ｈ１ １

２
Ｃ２ ×α２（１Ｃ３）１Ｈ２）＝

∑１Ｃ１ ×１
１
Ｃ２α１（１Ｃ３）１Ｈ１ Δ（１

２
Ｃ２ ×α２（１Ｃ３）１Ｈ２）＝

∑１Ｃ１×１１Ｃ２α１（１Ｃ５）１Ｃ２×１１Ｃ３α１（１２Ｃ４）α２（１Ｃ５）１１Ｃ３
×α２（１２Ｃ４）α２（１Ｃ５）２，

　　（（１Ｃ ×１Ｈ）ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×１Ｈ））（ΔＣ×αＨ（１Ｃ ×

１Ｈ） （１Ｃ ×１Ｈ））＝∑（１Ｃ ×１Ｈ １Ｃ１×
１１Ｃ２α１（１Ｃ３）１Ｈ１ １

２
Ｃ２×α２（１Ｃ３）１Ｈ２）（１Ｃ４×

１１Ｃ５α１（１Ｃ６）１Ｈ３ １
２
Ｃ５×α２（１Ｃ６）１Ｈ４）＝∑１Ｃ４×

１１Ｃ５α１（１Ｃ６）１Ｈ３ １Ｃ１１
２
Ｃ５×

１１Ｃ２α１（１Ｃ３）１Ｈ１α２（１Ｃ６）１Ｈ４ １
２
Ｃ２×α２（１Ｃ３）１Ｈ２ ＝

∑１Ｃ４×１１Ｃ５α１（１Ｃ６）１Ｃ１１２Ｃ５×１１Ｃ２α１（１Ｃ３）α２（１Ｃ６）
１２Ｃ２×α２（１Ｃ３）．
故得

　　∑１Ｃ１×１１Ｃ２α１（１Ｃ５）１Ｃ２×
１１Ｃ３α１（１

２
Ｃ４
）α２（１Ｃ５）１ １Ｃ３×α２（１

２
Ｃ４
）α２（１Ｃ５）２ ＝

∑１Ｃ４×１１Ｃ５α１（１Ｃ６）１Ｃ１１２Ｃ５×１１Ｃ２α１（１Ｃ３）α２（１Ｃ６）
１２Ｃ２×α２（１Ｃ３）．
把ε×Ｉε×ＩＩＣ×αＨ 作用于等式两端，则

　　∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ １Ｃ２ 
α２（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ３α１（１Ｃ４）
１１Ｃ１α１（１Ｃ２）α２（１Ｃ４）１

２
Ｃ１ α２（１Ｃ２）．

类似可得

　　∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ １Ｃ２ 
α２（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ１α１（１Ｃ２）
α２（１Ｃ２）１

１
Ｃ３α１（１Ｃ４）１

２
Ｃ３ α２（１Ｃ４）．

　　定理２．１　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，
则交叉余积Ｃ×αＨ 为弱双代数，当且仅当

　　（１）∑ｃ１１α１（ｃ２）α１（ｃ２１）（α２（ｃ２））１ 
α２（ｃ２１）（α２（ｃ２））２ ＝∑α１（ｃ１）（α１（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α１（ｃ２））２ α２（ｃ２），

　　（２）∑ｃ１１α１（ｃ２）ｃ２１１α２（ｃ２）ｃ２２１ ＝
∑α１（ｃ１）（ｃ１２）１ α２（ｃ１）（ｃ１２）２ ｃ２２，
　　（３）∑ａ１ｂ１α（ａ２ｂ２）＝∑ａ１α１（ａ２）ｂ１α１（ｂ２）

α２（ａ２）α２（ｂ２），

　　（４）∑ｂ１α１（ｂ２）ｋ１ α２（ｂ２）ｋ２ ＝
∑ｋ１ｂ１α１（ｂ２）ｋ２α２（ｂ２），

　　（５）∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ１ｂ２２）εＨ（ｋｂ１２α１（ｂ３）ｈ１）εＨ（α２（ｂ３）ｈ２ｐ），
　　（６）∑εＣ（ｂ）εＨ（ｋｈｐ）＝
∑εＣ（ｂ２２ｂ１）εＨ（ｋα２（ｂ３）ｈ２）εＨ（ｂ１２α１（ｂ３）ｈ１ｐ），
　　（７）∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ 
１Ｃ２ α２（１

２
Ｃ３
）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ３α１（１Ｃ４）

１１Ｃ１α１（１Ｃ２）α２（１Ｃ４）１
２
Ｃ１ α２（１Ｃ２），

　　（８）∑１１Ｃ１α１（１Ｃ４）１１Ｃ２α１（１２Ｃ３）α２（１Ｃ４）１ 
１Ｃ２ α２（１

２
Ｃ３
）α２（１Ｃ４）２ ＝∑１Ｃ１α１（１Ｃ２）

α２（１Ｃ２）１
１
Ｃ３α１（１Ｃ４）１

２
Ｃ３ α２（１Ｃ４）．

　　 已知α是可逆映射，且εｃ（ｃ）１Ｈ ＝

∑Ｓ（α１（ｃ））α２（ｃ）＝∑α１（ｃ）Ｓ（α２（ｃ）），故 有εｃ（ｃ）１Ｈ

＝∑Ｓ（α１－１（ｃ））α２－１（ｃ）＝∑α１－１（ｃ）Ｓ（α２－１（ｃ））．
　　引理２．５　设Ｃ是弱双代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，交
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叉余积Ｃ×αＨ 为弱双代数，若映射α可逆，则有

　　∑ｃ１１α１－１（ｃ２）ｃ２１１α２－１（ｃ２）ｃ２２１ ＝
∑α１－１（ｃ１）（ｃ１２）１ α２－１（ｃ１）（ｃ１２）２ ｃ２２，
其中，ｃ∈Ｃ．
　　定理２．２　设Ｃ，Ｈ都是弱Ｈｏｐｆ代数，ＳＣ，ＳＨ 分别

为Ｃ和Ｈ的弱对极，若满足

　　∑εＣ（ｃ）∩ｌ（ｈ）＝ｃ１１α１（ｃ２）∩ｌ（ｈ）·
ＳＨ（α－１１ （ｃ２１）２α２（ｃ２））α－１２ （ｃ２１）２，
则弱双代数Ｃ×αＨ 为弱Ｈｏｐｆ代数，并有弱对极

　　ＳＣ×αＨ（ｃ×ｈ）＝ＳＣ（ｃ）×ＳＨ（ｈ）．
　　证明　只需验证弱Ｈｏｐｆ代数定义中的条件（４），
即

　　（１）（ｃ×ｈ）１ＳＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）２）＝εＣ×αＨ（（１Ｃ×１Ｈ）１（ｃ
×ｈ））（１Ｃ×１Ｈ）２，

　　（２）ＳＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）１）（ｃ×ｈ）２ ＝ （１Ｃ×
１Ｈ）１εＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）（１Ｃ×１Ｈ）２），

　　（３）ＳＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）１）（ｃ×ｈ）２ＳＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）３）＝
ＳＣ×αＨ（ｃ×ｈ）．
　　 这里，只验证（１），其余证明类似可得．

　　（ｃ×ｈ）１ＳＣ×αＨ（（ｃ×ｈ）２）＝∑（ｃ１×
ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１）ＳＣ×αＨ（ｃ

２
２×α２（ｃ３）ｈ２）＝∑（ｃ１×

ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１）（ＳＣ（ｃ２２）×ＳＨ（α２（ｃ３）ｈ２））＝∑（ｃ１×
ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１）（ＳＣ（ｃ２２）２×ＳＨ（α２（ｃ３）ｈ２）ＳＨ（α１－１（ｃ２２）１）

α２－１（ｃ２２）１）＝∑ｃ１ＳＣ（ｃ２２）２×ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１ＳＨ
（α２（ｃ３）ｈ２）ＳＨ（α１－１（ｃ２２）１）α２－１（ｃ２２）１ ＝ ∑ｃ１ＳＣ（ｃ２２）１ ×
ｃ１２α１（ｃ３）ｈ１ＳＨ（α２（ｃ３）ｈ２）ＳＨ（α１－１（ｃ２２）２）α２－１（ｃ２２）２ ＝

∑∩ｌ（ｃ１）×ｃ１２α１（ｃ３）∩ｌ（ｈ）ＳＨ（α１－１（ｃ２２）２α２（ｃ３））

α２－１（ｃ２２）２ ＝∩ｌ（ｃ１）×∩ｌ（ｈ），

　　εＣ×αＨ（（１Ｃ × １Ｈ）１（ｃ × ｈ））（１Ｃ × １Ｈ）２ ＝

∑εＣ×αＨ（（１Ｃ１ × １１Ｃ２α１（１Ｃ３）１Ｈ１）（ｃ × ｈ））（１２Ｃ２ ×

α２（１Ｃ３）１Ｈ２）＝∑εＣ（１Ｃ１ｃ）１２Ｃ２×εＨ（１１Ｃ２α１（１Ｃ３）
１Ｈ１ｈ）α２（１Ｃ３）１Ｈ２ ＝∑εＣ（１Ｃ１ｃ）１２Ｃ２×εＨ（１１Ｃ２）
εＨ（α１（１Ｃ３））εＨ（１Ｈ１ｈ）α２（１Ｃ３）１Ｈ２ ＝ ∑εＣ（１Ｃ１ｃ）１

２
Ｃ２ ×

εＨ（１１Ｃ２）εＨ（１Ｈ１ｈ）εＣ（１Ｃ３）１Ｈ２ ＝∩
ｌ（ｃ１）×∩ｌ（ｈ）．

故Ｃ×αＨ 是弱Ｈｏｐｆ代数．
　　推论２．１　设Ｃ是弱余代数，Ｈ是弱Ｈｏｐｆ代数，则
交叉余积Ｃα［Ｈ］为余结合余代数，当且仅当，对 ｃ∈
Ｃ，

　　（１）∑α１（ｃ２）α１（ｃ１）（α２（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α２（ｃ２））２ ＝∑α１（ｃ１）（α１（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α１（ｃ２））２ α２（ｃ２），

　　（２）∑α１（ｃ２）α２（ｃ２）ｃ１ ＝∑α１（ｃ１）
α２（ｃ１）ｃ２．
　　 证明 　 由定义１．２与引理１．２可知，若ρ是平凡

的，即ρ（ｃ）＝ｃ１，并记Ｃ×αＨ为Ｃα［Ｈ］．同时，对ｃ

∈Ｃ，若满足∑ε（α２（ｃ））α１（ｃ）＝ε（ｃ）１Ｈ，则Ｃ×αＨ是余

结合余代数，当且仅当

　　（１）∑ｃ１１α１（ｃ２）α１（ｃ２１）（α２（ｃ２））１ 
α２（ｃ２１）（α２（ｃ２））２ ＝∑α１（ｃ１）（α１（ｃ２））１ 
α２（ｃ１）（α１（ｃ２））２ α２（ｃ２），

　　（２）∑ｃ１１α１（ｃ２）ｃ１２１α２（ｃ２）ｃ２２１ ＝
∑α１（ｃ１）（ｃ１２）１ α２（ｃ１）（ｃ１２）２ ｃ２２．
　　 推论２．２　 设Ｃ弱双代数，其他条件同推论２．１，
则Ｃα［Ｈ］是余结合余代数，且Ｃ×αＨ Ｃα［Ｈ］．
　　Ｃα［Ｈ］是交叉余积的特例，即弱余作用是平凡的，
故Ｃα［Ｈ］是弱Ｈｏｐｆ代数．
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