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摘要：对支付红利的双险种复合二项模型，考虑当盈余大于或等于一个给定的非 负 红 利 界 时 保 险 公 司 以 一 定 概

率给股东分红的情形，利用更新理论，得到该模型的Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ折现罚金函数满足的瑕疵更新方程及其渐近表

达式，并给出破产概率、破产时破产赤字分布和破产前瞬时盈余的概率函数的递推公式及其渐近表达式．
关键词：双险种复合二项模型　Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ折现罚金函数　瑕疵更新方程　渐近表达式　破产概率

中图法分类号：Ｏ２１１．６　　文献标识码：Ａ　　文章编号：１００５－９１６４（２０１２）０４－０２９７－０５

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｗｅ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ　ｔｙｐｅ－ｉｎｓｕｒａｎｃｅ　ｃｏｍｐｏｕｎｄ　ｂｉｎｏｍｉａｌ　ｒｉｓｋ　ｍｏｄｅｌ．Ｔｈｅ
ｉｎｓｕｒｅｒ　ｐａｙｓ　ｄｉｖｉｄｅｎｄｓ　ｔｏ　ｓｈａｒｅｈｏｌｄｅｒｓ　ｗｉｔｈ　ａ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｕｒｐｌｕｓ　ｉｓ　ｇｒｅａｔｅｒ　ｔｈａｎ　ｏｒ　ｅ－
ｑｕａｌ　ｔｏ　ａ　ｎｏｎ－ｎｅｇａｔｉｖｅ　ｄｉｖｉｄｅｎｄ－ｌｉｎｅ．Ｗｅ　ｄｅｒｉｖｅ　ｔｈｅ　ｄｅｆｅｃｔｉｖｅ　ｒｅｎｅｗａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ａｓｙｍｐｔｏｔ－
ｉｃ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ　ｄｉｓｃｏｕｎｔｅｄ　ｐｅｎａｌｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｒｅｎｅｗａｌ　ｔｈｅｏｒｙ．Ｔｈｅ
ｒｅｃｕｒｓｉｏｎ　ｆｏｒｍｕｌａｓ　ａｎｄ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｒｕｉｎ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，ｔｈｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｖｅｒｉｔｙ　ｏｆ　ｒｕｉｎ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｕｒｐｌｕｓ　ｐｒｉｏｒ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｒｕｉｎ　ｔｉｍｅ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｄｏｕｂｌｅ　ｔｙｐｅ－ｉｎｓｕｒａｎｃｅ　ｃｏｍｐｏｕｎｄ　ｂｉｎｏｍｉａｌ　ｒｉｓｋ　ｍｏｄｅｌ，Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ　ｄｉｓｃｏｕｎｔｅｄ　ｐｅｎａｌ－
ｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｄｅｆｅｃｔｉｖｅ　ｒｅｎｅｗａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ，ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ，ｒｕｉｎ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

　　考虑经典复合二项风险模型：假设任意一个时间

区间 （ｎ－１，ｎ］（ｎ＝１，２，…）中，至多有一次索赔发

生：用ξｎ ＝１表示有一次索赔发生；用ξｎ ＝０表示没

有索赔发生．假设｛ξｎ，ｎ＝１，２，…｝为独立同分布的

随机变量序列，且满足Ｐ（ξｎ ＝１）＝ｐ，Ｐ（ξｎ ＝０）＝
ｑ，０＜ｐ＜１，ｐ＋ｑ＝１，若用Ｘｎ 表示这个时间区间

的索赔额，Ｘｎ 为取正整数值的随机变量，Ｓｎ 表示到ｎ
个时间区间末保险公司所支付的索赔总额，则有Ｓｎ
＝ξ１Ｘ１＋ξ２Ｘ２＋…＋ξｎＸｎ．再假定｛Ｘｎ，ｎ＝１，２，…｝
为独立同分布序列，而且在每个时间区间的开始时刻

收取一个钱币单位的保费，这样保险公司在时刻ｎ的

盈余可表示为

　　Ｕ（ｎ）＝ｕ＋ｎ－Ｓｎ，ｎ＝０，１，２，…， （０．１）

其中Ｕ（０）＝ｕ为初始盈余，其取值为非负整数．
　　 而我们知道，在保险公司实际经营中，股东投资

的目的就是为了能定期获得收益，而随着保险行业竞

争的加剧，公司对股东分红多少显得很重要，况且投

保人往往不只购买一种保险．因此，对多险种的风险

模型和带分红的风险模型［１～５］进行研究很有必要．但
是文献［１～３］和［５］仅讨论了对顾客分红的模型，
文献［４］仅讨论了对股东和投保人都分红的模型．本

文讨论对股东分红且分红界为一般的非负整数的支

付红利的双险种复合二项风险模型，得到了该模型的

Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ折现罚金函数满足的瑕 疵 更 新 方 程 及

其渐进表达式，并给出了破产概率、破产时破产赤字

分布和破产前瞬时盈余的概率函数的递推公式及其

渐进表达式．
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１　 模型及其假设

　　 在经典复合二项风险模型的基础上加入另一险

种，其索赔总额过程也为复合二项过程，并考虑分红

策略为：当盈余大于或等于非负红利界ａ时保险公司

将以概率ｐ０ 给股东分红１个单位钱币．同时为讨论

方便假设保险公司单位时间内收取的保费为１单位

钱币．于是，盈余过程可表示为

　　Ｕ（ｎ）＝ｕ＋ｎ－∑
ｎ

ｋ＝１
ξｋＸｋ－∑

ｎ

ｋ＝１
βｋＹｋ－

∑
ｎ

ｋ＝１
ηｋＩ（Ｕ（ｋ－１）≥ａ），ｎ＝０，１，２，… （１．１）

其中

　　（１）｛ξｋ，ｋ＝１，２，…｝是 相 互 独 立 同 分 布 的 随 机

变 量序列，ξｋ ＝１表示险种１在时间区间（ｋ－１，ｋ］内

发生一次索赔，ξｋ ＝０表示没有发生索赔，满足Ｐ（ξｋ
＝１）＝ｐ１，Ｐ（ξｋ ＝０）＝ｑ１，０＜ｐ１ ＜１，ｐ１＋ｑ１ ＝
１；｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝是 相 互 独 立 同 分 布 取 非 正 整 数

值的随机变量序列，Ｘｋ＝１表示险种１在时间区间（ｋ
－１，ｋ］内的索赔量，由于诸Ｘｋ同分布，我们用Ｘ泛指

任一Ｘｋ，记Ｘ的分布律为ｐ１（ｋ）＝Ｐ（Ｘ＝ｋ），ｋ＝１，

２，…，分布函数为Ｐ１（ｋ）＝１－Ｐ１（ｋ），满足Ｐ１（０）＝
０，μ１ ＝ＥＸ ＜ ∞；

　　（２）｛βｋ，ｋ＝１，２，… ｝是相互独立同分布的随机

变量序列，βｋ ＝１表示险种２在时间区间（ｋ－１，ｋ］内

发生一次索赔，βｋ ＝０表示没有发生索赔，满足Ｐ（βｋ
＝１）＝ｐ２，Ｐ（βｋ ＝０）＝ｑ２，０＜ｐ２ ＜１，ｐ２＋ｑ２ ＝
１；｛Ｙｋ，ｋ＝１，２，…｝是相互独立同分布取非负整数值

的随机变量序列，Ｙｋ＝１表示险种２在时间区间（ｋ－
１，ｋ］内的索赔量，由于诸Ｙｋ 同分布，我们用Ｙ泛指任

一Ｙｋ，记Ｙ的分布律为ｐ２（ｋ）＝Ｐ（Ｙ＝ｋ），ｋ＝１，２，

…，分布函数为Ｐ２（ｋ）＝１－Ｐ２（ｋ），满足Ｐ２（０）＝０，

μ２ ＝ＥＹ ＜ ∞；

　　（３）Ｚｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ηｋＩ（Ｕ（ｋ－１）≥ａ）（ｎ＝０，１，２，…）

表示ｎ个单位时间内支付的红利总量，ηｋ ＝１（ｋ＝１，

２，…）表示时间区间（ｋ－１，ｋ］内支付一个单位红利，

ηｋ ＝０表示不支付红利，设Ｐ（ηｋ ＝１）＝ｑ０，Ｐ（ηｋ ＝
０）＝ｐ０，０＜ｐ０ ＜１，ｐ０＋ｑ０ ＝１，Ｉ（Ａ）表示集合Ａ
的示性函数，并约定Ｚ０ ＝０；

　　（４）记Ｆ（ｋ）＝Ｐ１（ｋ）＊Ｐ２（ｋ）（ｋ＝１，２，…），表

示Ｐ１（ｋ）与Ｐ２（ｋ）的卷积，记ｆ（ｋ）＝Ｐｒ（Ｘ＋Ｙ＝ｋ）
表示两险种索赔额之和为ｋ的概率，则Ｆ（ｋ）为Ｘ＋Ｙ
的分布函数，且有Ｆ（０）＝０．
　　 此外，还假设｛Ｘｉ，ｉ∈Ｎ＋｝，｛Ｙｉ，ｉ∈Ｎ＋｝，｛ξｉ，ｉ

∈Ｎ＋｝，｛βｉ，ｉ∈Ｎ＋｝，｛ηｉ，ｉ∈Ｎ＋｝之间相互独立．
　　 为保证公司能正常运行，还假定Ｅ［ξ１Ｘ１＋β１Ｙ１
＋η１］＝ｐ１μ１＋ｐ２μ２＋ｑ０＜１，即具有正的安全负荷

θ．采用Ｓｈｉｕ［６］对破产时刻的定义：Ｔ＝ｉｎｆ｛ｎ≥１：Ｕ（ｘ）

＜０｝（ｉｎｆ＝＋∞）．最终破产概率为ψ（ｕ）＝Ｐｒ（Ｔ＜∞
｜Ｕ（０）＝ｕ）．Ｇｅｒｂｅｒ－Ｓｈｉｕ折现罚金函数定义为

　　ｍｖ（ｕ）＝Ｅ［ｖＴｗ（ＵＴ－，｜ＵＴ｜）Ｉ（Ｔ＜∞）｜
Ｕ（０）＝ｕ］， （１．２）
其中｜ＵＴ｜为破产时赤字，ＵＴ－ 为破产前瞬时盈余，

ω（ｘ，ｙ），ｘ≥０，ｙ≥０是一非负有界实函数，０＜ｖ≤
１是折现因子，并且简记ｍ（ｕ）＝ｍｖ（ｕ）．
　　记Ｘ，Ｙ，Ｙ＋Ｘ的母函数分别为珟ｐ１（ｚ）＝Ｅ（ｚＸ），
珟ｐ２（ｚ）＝Ｅ（ｚＹ），珟ｆ（ｚ）＝珟ｐ１（ｚ）珟ｐ２（ｚ），且满足条件：假
设 存 在 一 个 数ｚ＋∞ ＞ １，满 足 当ｚ↑ｚ＋∞ 时，有
珟ｐ１（ｚ）↑ ＋∞，珟ｐ２（ｚ）↑＋∞（ｚ＋∞ 可能是＋∞）．

２　 折现罚金函数的瑕疵更新方程

　　 引理２．１　对ｖ∈（０，１］，关于变量ｚ的方程ｚ－
ｚｖｑ１ｑ２－ｖ珟Ｇ（ｚ）＝０在（ｖｑ１ｑ２，１］上 有 唯 一 解，记 为

ρ１，当ｖ＝１时，有ρ１＝１，其中珟Ｇ（ｚ）＝ｐ１ｑ２珟ｐ１（ｚ）＋
ｑ１ｐ２珟ｐ２（ｚ）＋ｐ１ｐ２珟ｆ（ｚ）．
　　 证明 　 记ｌ１（ｚ）＝ｚ－ｚｖｑ１ｑ２，ｌ２（ｚ）＝ｖ珟Ｇ（ｚ），
则在［０，Ｚ∞）内 有ｌ１（０）＝－ｖｑ１ｑ２ ＜０＝ｌ２（０），

ｌ１（ｖｑ１ｑ２）＝０＜ｌ２（ｖｑ１ｑ２），ｌ１（１）＝１－ｖｑ１ｑ２≥ｖ（１
－ｑ１ｑ２）＝ｌ２（１），同时有ｌ１′（ｚ）≥０，ｌ２′（ｚ）≥０，ｌ２″≥
０，即ｌ２（ｚ）在［０，ｚ∞）内是单调递增并且下凸的函数，
所 以方程ｚ－ｚｖｑ１ｑ２－ｖ珟Ｇ（ｚ）＝０在［０，ｚ∞）内至多存

在两个实数 根，且 其 中 一 个 根 在（ｖｑ１ｑ２，１］上，记 为

ρ１．特别地，当ｖ＝１时有ρ１ ＝１．
　　 引理２．２　 对ｖ∈ （０，１］，关于变量的方程ｚ－

ｚｖｑ１ｑ２ｑ０－ｖｑ１ｑ２ｐ０－ｖ珮Ｈ（ｚ）＝０在（ｖｑ１ｑ２ｐ０
１－ｖｑ１ｑ２ｑ０

，１］

上有唯一解，记为ρ，当ｖ＝１时，有ρ＝１，其中

　　珮Ｈ（ｚ）＝ｐ１ｑ２ｐ０珟ｐ１（ｚ）＋ｐ２ｑ１ｐ０珟ｐ２（ｚ）＋
ｐ１ｐ２ｐ０珟ｆ（ｚ）＋ｚ（ｐ１ｑ２ｑ０珟ｐ１（ｚ）＋ｑ１ｐ２ｑ０珟ｐ２（ｚ）＋
ｐ１ｐ２ｑ０珟ｆ（ｚ））．
　　 证明 　 证明过程类似引理２．１．
　　 若关于变量ｚ的方程ｚ－ｚｖｑ１ｑ２ｑ０－ｖｑ１ｑ２ｐ０－
ｖ珮Ｈ（ｚ）＝０在［０，ｚ∞）内存在两个实根，那么其中一

根定大于１，记为Ｒ，称之为调节系数．以下假设调节

系数Ｒ存在．
　　 定理２．１　ｍ（ｕ）满足如下的瑕疵更新方程

　　ｍ（ｕ）＝ｖ｛∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｕ－ｋ）∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ１
ｉ－ｋ－１　Ｇ（ｉ）＋

∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ１
ｋ－ｕ－１　ｗ１（ｋ）｝，０≤ｕ＜ａ， （２．１）

８９２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２



　　ｍ（ｕ）＝ ｖ
１－ｖｑ１ｑ２ｑ０

｛∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｕ－

ｋ）∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）＋∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１　ｗ（ｋ）｝，ｕ≥ａ，（２．２）

其中 ｗ（ｋ）＝ ∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ω（ｋ，ｉ－ｋ）Ｈ（ｉ＋１），ｗ１（ｋ）＝

∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ω（ｋ，ｉ－ ｋ）Ｇ（ｉ ＋ １），Ｇ（ｋ）＝ ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋

ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ），Ｈ（ｋ）＝ｐ０Ｇ（ｋ）＋ｑ０Ｇ（ｋ－
１），且约定Ｈ（０）＝０．
　　 证明　考虑０≤ｕ＜ａ和ｕ≥ａ的情况，再根据
全期望公式得

　　ｍ（ｕ）＝ ｖ｛ｑ１ｑ２ｍ（ｕ ＋１）＋ ∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ ＋１－

ｋ）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］＋∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋２
ω（ｕ＋

１，ｋ－ｕ－１）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］｝，
０≤ｕ＜ａ， （２．３）
　　ｍ（ｕ）＝ ｖ｛ｑ１ｑ２ｑ０ｍ（ｕ）＋ｑ１ｑ２ｐ０ｍ（ｕ＋１）＋

ｐ０∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ ＋ １ － ｋ）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋

ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］＋ｐ０∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋２
ω（ｕ＋１，ｋ－ｕ－１）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋

ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］＋ｑ０∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ－

ｋ）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］＋

ｑ０∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ω（ｕ＋１，ｋ－ｕ）［ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋

ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）］｝，ｕ≥ａ． （２．４）
记ｐ１ｑ２ｐ１（ｋ）＋ｑ１ｐ２ｐ２（ｋ）＋ｐ１ｐ２ｆ（ｋ）＝Ｇ（ｋ），Ｈ（ｋ）
＝ｐ０Ｇ（ｋ）＋ｑ０Ｇ（ｋ－１），则（２．３）式，（２．４）式分别
变为

　　ｍ（ｕ）＝ｖ｛ｑ１ｑ２ｍ（ｕ＋１）＋∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ＋１－

ｋ）Ｇ（ｋ）＋ｐ０∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋２
ω（ｕ＋１，ｋ－ｕ－１）Ｇ（ｋ）｝， （２．５）

　　ｍ（ｕ）＝ ｖ｛ｑ１ｑ２ｑ０ｍ（ｕ）＋ｑ１ｑ２ｐ０ｍ（ｕ＋１）＋

ｐ０∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ＋１－ｋ）Ｇ（ｋ）＋ｐ０∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋２
ω（ｕ＋１，ｋ－ｕ－

１）Ｇ（ｋ）＋ｑ０∑
ｕ

ｋ＝１
ｍ（ｕ－ｋ）Ｇ（ｋ）＋ｑ０∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ω（ｕ＋１，ｋ－

ｕ）Ｇ（ｋ）｝， （２．６）

由∑
ｕ＋１

ｋ＝１
ｍ（ｕ＋１－ｋ）Ｇ（ｋ）＝∑

ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｇ（ｕ＋１－ｋ），

∑
ｕ

ｋ＝１
ｍ（ｕ－ｋ）Ｇ（ｋ）＝∑

ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｇ（ｕ－ｋ），∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋２
ω（ｕ＋１，

ｋ－ｕ－１）Ｇ（ｋ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ω（ｕ＋１，ｋ－ｕ－１）Ｇ（ｋ＋１），

改写（２．５）式，（２．６）式得

　　ｍ（ｕ）＝ｖｑ１ｑ２ｍ（ｕ＋１）＋ｖ∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｇ（ｕ＋１－

ｋ）＋ｖｗ１（ｕ＋１）， （２．７）

　　ｍ（ｕ）＝ ｖｑ１ｑ２ｑ０ｍ（ｕ）＋ｖｑ１ｑ２ｐ０ｍ（ｕ＋１）＋

ｖ∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｈ（ｕ＋１－ｋ）＋ｖｗ（ｕ＋１）， （２．８）

其中ｗ１（ｕ）＝∑
＋∞

ｋ＝ｕ
ω（ｕ，ｋ－ｕ＋１）Ｇ（ｋ＋１），ｗ（ｕ）＝

∑
＋∞

ｋ＝ｕ
ω（ｕ，ｋ－ｕ＋１）Ｈ（ｋ＋１）．

整理得

　　ｖｑ１ｑ２ｍ（ｕ＋１）＝ｍ（ｕ）－ｖ∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｇ（ｕ＋１－

ｋ）－ｖ　ｗ１（ｕ＋１）， （２．９）
　　ｖｑ１ｑ２ｐ０ｍ（ｕ＋１）＝ （１－ｖｑ１ｑ２ｑ０）ｍ（ｕ）－

ｖ∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｈ（ｕ＋１－ｋ）－ｖｗ（ｕ＋１）， （２．１０）

将（２．９）式，（２．１０）式两端同时乘以ｚｕ 并对ｕ从０到

＋∞ 求和得

　　ｖｑ１ｑ２∑
＋∞

ｕ＝０
ｚｕｍ（ｕ＋１）＝∑

＋∞

ｕ＝０
ｚｕｍ（ｕ）－

ｖ∑
＋∞

ｕ＝０
ｚｕ∑

ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｇ（ｕ＋１－ｋ）－ｖ∑

＋∞

ｕ＝０
ｚｕｗ（ｕ＋１），

　　ｖｑ１ｑ２ｐ０∑
＋∞

ｕ＝０
ｚｕｍ（ｕ＋１）＝ （１－

ｖｑ１ｑ２ｑ０）∑
＋∞

ｕ＝０
ｚｕｍ（ｕ）－ｖ∑

＋∞

ｕ＝０
ｚｕ∑

ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｋ）Ｈ（ｕ＋１－ｋ）－

ｖ∑
＋∞

ｕ＝０
ｚｕｗ（ｕ＋１），

即

　　ｖｑ１ｑ２
珦ｍ（ｚ）－ｍ（０）

ｚ ＝珦ｍ（ｚ）－ｖ
珦ｍ（ｚ）珟Ｇ（ｚ）

ｚ －

ｖ
珦ｗ１（ｚ）－ｗ１（０）

ｚ
，

　　ｖｑ１ｑ２ｐ０
珦ｍ（ｚ）－ｍ（０）

ｚ ＝ （１－ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０）珦ｍ（ｚ）－

ｖ
珦ｍ（ｚ）珮Ｈ（ｚ）

ｚ －ｖ
珦ｗ（ｚ）－ｗ（０）

ｚ
，

其中 珦ｍ，珦ｗ，珦ｗ１，珟Ｇ，珮Ｈ 分 别 为ｍ，ｗ，ｗ１，Ｇ，Ｈ 的 母 函

数．整理以上两式得

　　［ｚ－ｚｖｑ１ｑ２－ｖ珟Ｇ（ｚ）］珦ｍ（ｚ）＝－ｖ　ｑ１ｑ２ｍ（０）＋
ｖ珦ｗ１（ｚ）－ｖ　ｗ１（０）， （２．１１）

　　［ｚ－ｚｖｑ１ｑ２ｑ０－ｖｑ１ｑ２ｐ０－ｖ珮Ｈ（ｚ）］珦ｍ（ｚ）＝
－ｖｑ１ｑ２ｐ０ｍ（０）＋ｖ珦ｗ（ｚ）－ｖ　ｗ（０）． （２．１２）
由引理２．１，２．２知ρ１－ｖｑ１ｑ２－ｖ珟Ｇ（ρ１）＝０，ρ－

ρｖｑ１ｑ２ｑ０－ｖｑ１ｑ２ｐ０－ｖ珮Ｈ（ρ）＝０，再对上两式中ｚ分

别 取ρ１，ρ，得 ｖ珦ｗ（ρ）＝ ｖｑ１ｑ２ｐ０ｍ（０）＋ｖｗ（０），

ｖ珦ｗ１（ρ１）＝ｖｑ１ｑ２ｍ（０）＋ｖｗ１（０）．相应代入（２．１１）式

和（２．１２）式得

　　（ｚ －ρ１）珦ｍ（ｚ）＝ ｖ［珟Ｇ（ｚ）－ 珟Ｇ（ρ１）］珦ｍ（ｚ）＋
ｖ［珦ｗ１（ｚ）－珦ｗ１（ρ１）］，

　　（ｚ －ρ）（１ －ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０）珦ｍ（ｚ）＝ ｖ［珮Ｈ（ｚ）－
珮Ｈ（ρ）］珦ｍ（ｚ）＋ｖ［珦ｗ（ｚ）－珦ｗ（ρ）］，
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即

　　珦ｍ（ｚ）＝ｖ｛
［珟Ｇ（ｚ）－珟Ｇ（ρ１）］珦ｍ（ｚ）

ｚ－ρ１
＋

珦ｗ１（ｚ）－珦ｗ１（ρ１）
ｚ－ρ１

｝， （２．１３）

　　珦ｍ（ｚ）＝ ｖ
１－ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０

｛［珮Ｈ（ｚ）－珮Ｈ（ρ）］珦ｍ（ｚ）
ｚ－ρ

＋

珦ｗ（ｚ）－珦ｗ（ρ）
ｚ－ρ

｝． （２．１４）

由文献［１］知，对任意函数Ａ（ｘ），ｘ∈Ｎ，若其母函数

为珦Ａ（ｘ），则有

　　
珦Ａ（ｔ）－珦Ａ（ｚ）
（ｔ－ｚ） ＝∑

＋∞

ｕ＝０
ｚｕ∑

＋∞

ｉ＝ｕ＋１
ｔｉ－ｕ－１　Ａ（ｉ），ｚ≠ｔ．

（２．１５）

比较（２．１３）式和（２．１４）式两边ｚｕ 的系数得

　　ｍ（ｕ）＝ｖ｛∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｕ－ｋ）∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１
１ Ｇ（ｉ）＋

∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１
１ ｗ１（ｋ），０≤ｕ＜ａ，

　　ｍ（ｕ）＝ ｖ
１－ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０

｛∑
ｕ

ｋ＝０
ｍ（ｕ－

ｋ）∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）＋∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１　ｗ（ｋ），ｕ≥ａ，

而且

　　ｖ∑
＋∞

ｋ＝０
∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｇ（ｉ）≤∑

＋∞

ｋ＝０

［ｐ１ｑ２珚Ｐ１（ｋ）＋

ｑ１ｐ２珚Ｐ２（ｋ）＋ｑ１ｑ２珚Ｆ（ｋ）］＝ｐ１ｑ２μ１＋ｑ１ｐ２μ２＋
ｑ１ｑ２（μ１＋μ２）＜１，

　　 １
１－ｑ１ｑ２ｑ０∑

＋∞

ｋ＝０
∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）≤

ｖ
１－ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０∑

＋∞

ｋ＝０

［ｐ１ｐ０ｑ２珚Ｐ１（ｋ）＋ｐ２ｐ０ｑ１珚Ｐ２（ｋ）＋

ｐ１ｐ０ｐ２珚Ｆ（ｋ）＋ｐ１ｐ０ｑ２珚Ｐ１（ｋ－１）＋ｐ２ｑ０ｑ１珚Ｐ２（ｋ－１）＋

ｐ１ｑ０ｐ２珚Ｆ（ｋ－１）］＜ １
１－ｑ１ｑ０ｑ２

（μ１ｐ１＋μ２ｐ２）＜１．

于是定理２．１成立．

３　 折现罚金函数的渐近表达式

　　 定理３．１　 若调 节 系 数 存 在，则 折 现 罚 金 函 数

ｍ（ｕ）的渐近表达式为

　　ｍ（ｕ）～ＣＲｕ，ｕ→＋∞， （３．１）

其中Ｃ＝
珦ｗ（ρ）－珦ｗ（Ｒ）

（ρ－Ｒ）∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）

．

　　 证 明 　 将 （２．２）式 两 端 同 时 乘 以 Ｒｕ．得

　　Ｒｕｍ（ｕ）＝ ｖ
１－ｖ　ｑ１ｑ２ｑ０

｛∑
ｕ

ｋ＝０
Ｒｕ－ｋｍ（ｕ－

ｋ）Ｒｋ∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）＋Ｒｕ∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１　ｗ（ｋ）｝．

若记

　　Ｍ（ｕ）＝Ｒｕ　ｍ（ｕ），Ｂ（ｋ）＝

ｖ
１－ｖｑ１ｑ２ｑ０

Ｒｋ｛∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ），Ｗ（ｕ）＝

ｖ
１－ｖｑ０ｑ１ｑ２

Ｒｕ∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１　ｗ（ｋ），

则有

　　Ｍ（ｕ）＝∑
ｕ

ｋ＝０
Ｍ（ｕ－ｋ）Ｂ（ｋ）＋Ｗ（ｕ）． （３．２）

利用（２．１５）式和引理２．２，有

　　∑
＋∞

ｋ＝０
Ｂ（ｋ）＝∑

＋∞

ｋ＝０

ｖ
１－ｖｑ０ｑ１ｑ２

Ｒｋ∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）＝

ｖ
１－ｖｑ１ｑ２ｑ０

·
珮Ｈ（ρ）－珮Ｈ（Ｒ）
ρ－Ｒ

＝１．

于是（３．２）式是恰当更新方程．同时有

　　∑
＋∞

ｕ＝０
Ｗ（ｕ）＝ ｖ

１－ｖｑ０ｑ１ｑ２∑
＋∞

ｕ＝０
Ｒｕ∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１
ρ
ｋ－ｕ－１　ｗ（ｋ）＝

ｖ
１－ｖｑ０ｑ１ｑ２

·
珟ｗ（ρ）－珟ｗ（Ｒ）
ρ－Ｒ

．

由０＜Ｍ＝ｓｕｐω（ｘ，ｙ）｝＜∞，易知∑
＋∞

ｕ＝０
Ｗ（ｕ）＜＋∞．

又因 为∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＢ（ｋ）＝ ｖ

１－ｖｑ０ｑ１ｑ２∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）

≥１．且

　　Ｃ＝
∑
＋∞

ｕ＝０
Ｗ（ｕ）

∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＢ（ｋ）

＝
珟ｗ（ρ）－珟ｗ（Ｒ）

（ρ－Ｒ）∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
ρ
ｉ－ｋ－１　Ｈ（ｉ）

．

再由文献［２］中的引理４即得定理３．１结论．

４　 折现罚金函数的应用举例

　　 例４．１　 设ｖ＝１，ω（ｘ１，ｘ２）＝１，则ｍ（ｕ）＝
Ｅ［Ｉ（Ｔ＜∞）｜Ｕ（０）＝ｕ］＝ψ（ｕ）为最终破产概率，且

有ｗ１（ｋ）＝∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｇ（ｉ＋１）＝珚Ｇ（ｋ），ｗ（ｋ）＝

∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｈ（ｉ＋１）＝珡Ｈ（ｋ）．由（２．１）式和（２．

２）式知，ψ（ｕ）满足如下递推公式

　　ψ（ｕ）＝∑
ｕ

ｋ＝０
ψ（ｕ－ｋ）珚Ｇ（ｋ）＋∑

＋∞

ｋ＝ｕ＋１

珚Ｇ（ｋ），０≤

ｕ＜ａ， （４．１）

　　ψ（ｕ） ＝
１

１－ｑ１ｑ２ｑ０
［∑

ｕ

ｋ＝０
ψ（ｕ － ｋ）珡Ｈ（ｋ） ＋

∑
＋∞

ｋ＝ｕ＋１

珡Ｈ（ｋ）］，ｕ≥ａ． （４．２）

００３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．４，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ　２０１２



由（４．１）式计算得

　　ψ（０）＝
ｐ１μ１＋ｐ２μ２－（ｐ１ｑ２＋ｐ２）

ｑ１ｑ２
，

若取ｐ２＝０，得ψ（０）＝
ｐ１μ１－ｐ１
ｑ１

为经典复合二项模型

初始盈余为零时的最终破产概率［６］．由定 理３．１得，

ψ（ｕ）的渐近表达式为

　　ψ（ｕ）～ＣψＲ
ｕ，ｕ→＋∞， （４．３）

其中

　　Ｃψ ＝
珟ｗ（１）－珟ｗ（Ｒ）

（１－Ｒ）∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
Ｈ（ｉ）

＝

∑
＋∞

ｋ＝０
Ｒｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１

珡Ｈ（ｉ）

∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ珡Ｈ（ｋ）

．

　　 例４．２　 设ｖ＝１，ω（ｘ１，ｘ２）＝Ｉ（ｘ２ ≤ｙ），ｙ∈
Ｎ＋，则ｍ（ｕ）＝Ｅ［Ｉ（｜Ｕ（Ｔ）｜≤ｙ，Ｔ＜ ∞）｜Ｕ（０）＝
ｕ］＝Ａ（ｕ，ｙ）为 破 产 时 破 产 赤 字 的 分 布 函 数，且 有

ｗ１（ｋ）＝∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｇ（ｉ＋１）＝∑

ｋ－１＋ｙ

ｉ＝ｋ
Ｇ（ｉ＋１）＝

珚Ｇ（ｋ）－珚Ｇ（ｋ－１＋ｙ），ｗ（ｋ）＝∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｈ（ｉ＋

１）＝∑
ｋ－１＋ｙ

ｉ＝ｋ
Ｈ（ｉ＋１）＝珡Ｈ（ｋ）－珡Ｈ（ｋ－１＋ｙ）．由（２．１）式

和（２．２）式知，Ａ（ｕ，ｙ）满足如下递推公式

　　Ａ（ｕ，ｙ）＝∑
ｕ

ｋ＝０
Ａ（ｕ－ｋ，ｙ）珚Ｇ（ｋ）＋∑

ｕ＋ｙ

ｋ＝ｕ＋１

珚Ｇ（ｋ），

０≤ｕ＜ａ， （４．４）

　　Ａ（ｕ，ｙ）＝ １
１－ｑ１ｑ２ｑ０

［∑
ｕ

ｋ＝０
Ａ（ｕ－ｋ，ｙ）珡Ｈ（ｋ）＋

∑
ｕ＋ｙ

ｋ＝ｕ＋１

珡Ｈ（ｋ）］，ｕ≥ａ． （４．５）

由（４．４）式计算可得Ａ（０，ｙ）＝ １
ｑ１ｑ２∑

ｙ

ｋ＝１

珚Ｇ（ｋ），若取ｐ２

＝０，得Ａ（０，ｙ）＝ｐ１ｑ１∑
ｙ

ｋ＝１

珚Ｐ１（ｋ）为经典复合二项模型初

始盈余为零时的破产赤字的分布函数［６］．由定理３．１
知，Ａ（ｕ，ｙ）的渐近表达式为

　　Ａ（ｕ，ｙ）～ＣＡＲｕ，ｕ→＋∞， （４．６）
其中

　　ＣＡ ＝
珟ｗ（１）－珟ｗ（Ｒ）

（１－Ｒ）∑
＋∞

ｋ＝０ｋＲ
ｋ∑
＋∞

ｉ＝ｋ＋１
Ｈ（ｉ）

＝

∑
＋∞

ｋ＝０
Ｒｋ∑

ｋ－１＋ｙ

ｉ＝ｋ＋１
Ｈ（ｉ＋１）

∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ珡Ｈ（ｋ）

．

　　 例４．３　 设ｖ＝１，ω（ｘ１，ｘ２）＝Ｉ（ｘ１ ＝ｙ），ｙ∈
Ｎ＋，则ｍ（ｕ）＝Ｅ［Ｉ（Ｕ（Ｔ－）＝ｙ，Ｔ＜∞）｜Ｕ（０）＝ｕ］

＝ｆ（ｕ，ｙ）为破产前瞬时盈余的概率函数，且有ｗ１（ｋ）

＝∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｇ（ｉ＋１）＝∑

＋∞

ｉ＝ｋ
Ｉ（ｋ＝ｙ）Ｇ（ｉ＋１），

ｗ（ｋ）＝∑
＋∞

ｉ＝ｋ
ω（ｋ，ｉ－ｋ＋１）Ｈ（ｉ＋１）＝∑

＋∞

ｉ＝ｋ
Ｉ（ｋ＝ｙ）Ｈ（ｉ

＋１）．由（２．１）式 和（２．２）式，ｆ（ｕ，ｙ）满 足 如 下 递 推

公式

　　ｆ（ｕ，ｙ）＝ ∑
ｕ

ｋ＝０
ｆ（ｕ－ｋ，ｙ）珚Ｇ（ｋ）＋Ｉ（ｕ＋１）≤

ｙ）珚Ｇ（ｙ），０≤ｕ＜ａ， （４．７）

　　ｆ（ｕ，ｙ）＝ １
１－ｑ１ｑ２ｑ０

［∑
ｕ

ｋ＝０
ｆ（ｕ－ｋ，ｙ）珡Ｈ（ｋ）＋

Ｉ（ｕ＋１≤ｙ）珡Ｈ（ｋ）］，ｕ≥ａ．

由（４．７）式计算可得ｆ（０，ｙ）＝ １
ｑ１ｑ２
珚Ｇ（ｙ），若取ｐ２＝０，

得ｆ（０，ｙ）＝ｐ１ｑ１
珚Ｐ１（ｙ）为经典复合二项模型初始盈余

为零时的破产赤字的概率函数［６］．由定理３．１知，ｆ（ｕ，

ｙ）的渐近表达式为

　　ｆ（ｕ，ｙ）～ＣｆＲｕ，ｕ→＋∞，
其中

　　Ｃｆ ＝
珟ｗ（１）－珟ｗ（Ｒ）

（１－Ｒ）∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ∑

＋∞

ｉ＝ｋ＋１
Ｈ（ｉ）

＝

１－Ｒｙ
１－Ｒ

珡Ｈ（ｙ）

∑
＋∞

ｋ＝０
ｋＲｋ珡Ｈ（ｋ）

．
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