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摘要：分别用定义法和随机变量和式分解法计算得到一个离散型随机变量的数学期望．其中，定义法计算过程步

骤多，公式的转化和运算灵活，而随机变量和式分解法利用变量分解技巧，降低了计算难度．
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　　随机变量的分布列或者分布函数能够全面地反

映随机变量的统计规律．数学期望是随机变量的一个

重要的数字特征，又称为期望或均值，是简单算术平

均的一种推广，是随机变量按概率为权的加权平均，
是反映随机变量总体取值平均水平的一个重要数字

特征．表征数学期望概率分布的中心位置，也是概率

论中的一个重要的课题．关于数学期望的计算方法很

多，有定义法、利用常见分布结果法、递推法、随机变

量和式分解法、对称式法和特征函数法等，其中最基

本的是定义法，也是常规使用的方法．而使用定义法，
有时计算又会比较麻烦，因此有必要寻求更简便的方

法．本文对文献［１］中的一个数学期望问题进行讨论，
用定义法和随机变量和式分解法给出该问题的结果．
并分析了计算过程．

１　预备知识

　　定义１［１］　设离散型随机变量ξ的分布律为Ｐ（ξ

＝ｘｉ）＝ｐｉ，ｉ＝０，１，２，…．若∑
＋!

ｉ＝１
ｘｉ ｐｉ＜＋!，则称

随机 变 量ξ的 数 学 期 望 存 在，记 为 Ｅξ，且 Ｅξ ＝

∑
＋!

ｉ＝１
ｘｉｐｉ．

　　结论１［１］　设负整数随机变量ξ的数学期望Ｅξ

存在，则Ｅξ＝∑
＋!

ｎ＝１
Ｐ（ξ≥ｎ）．

　　定义２［１］　设在一个伯努利试验中，每次试验成

功的概率为ｐ，ｐ＞０，失败的概率为１－ｐ，则试验进

行到第ξ次才出现成功的概率分布列为Ｐ（ξ＝ｋ）＝
（１－ｐ）ｋ－１　ｐ，ｋ＝１，２，… ，那么称ξ的分布为几何分

布，记为ξ～Ｇｅ（ｐ）．
　　若ξ～Ｇｅ（ｐ），由数学期望定义，并借助错位相

减（初等方法）或者级数逐项求导和求和（高等方法）

可得Ｅξ＝
１
Ｐ ．

　　问题［１］　从一个装有ｍ个白球和ｎ个黑球的袋

中逐一摸球，直至摸到白球时为止．求取出黑球数的

数学期望．
　　设ξ为取出的黑球数．上述问题没有说明摸球是

放回还是不放回，因此需要考虑摸球放回与不放回的

情形．
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２　离散型随机变量数学期望的计算

２．１　有放回摸球

　　此时问题比较简单，文献［２］利用结论１得Ｅξ＝
ｎ
ｍ
，但这里ξ并 不 服 从 几 何 分 布．因 为 不 放 回 情 形

下，ξ的分布列为

　　Ｐ（ξ＝ｋ）＝ （
ｎ

ｍ＋ｎ
）ｋ ｍ
ｍ＋ｎ

，ｋ＝０，１，２，…

　　从 几 何 分 布 的 特 点 可 以 发 现，ξ的 分 布 列 中

ｎ
ｍ＋ｎ

的次数并非几何分布中的１－ｋ次，ｋ的取值

也不 是 从１开 始．因 此ξ并 非 服 从 几 何 分 布．然 而

ｎ
ｍ＋ｎ

的次 数 是ｋ，比 几 何 分 布 中 的 次 数 多 一 次，ｋ

的取值也比几何分布多一个０．通过分析发现ξ＋１才

服从几何分布，即ξ＋１～Ｇｅ（
ｍ

ｍ＋ｎ
）．因此由几何分

布的数学期望知

　　Ｅ（ξ＋１）＝
１
ｍ

ｍ＋ｎ

＝ｍ＋ｎｍ ．

由数学期望的性质知Ｅ（ξ＋１）＝Ｅ（ξ）＋１，于是

　　Ｅ（ξ）＝Ｅ（ξ＋１）－１＝
ｍ＋ｎ
ｍ －１＝ｎｍ ．

　　注１　这里通过随机变量的灵活变换，使得变换

后的随机变量服从已知的常见的分布，再借助已知分

布数学期望的结果来求目标变量数学期望．该方法省

去了复杂的计算过程．
２．２　不放回摸球

　　文献［３］对此情形给出了两种解法：一种方法是

数学归纳法，另一种是利用一个多项式函数来处理．
以下是本文给出的两种解法．
２．２．１　定义法

　　设ξ为取出的黑球数，则ξ只能取０，１，…，ｎ共ｎ
＋１个值．通过分析，不难得到随机变量ξ的概率分布

列为

　　Ｐ（ξ ＝ ｋ）＝
ｎ

ｍ＋ｎ
ｎ－１
ｍ＋ｎ－１

ｎ－２
ｍ＋ｎ－２

…

ｎ－ｋ＋１
ｍ＋ｎ－ｋ＋１

ｍ
ｍ＋ｎ－ｋ

，ｋ＝０，１，…，ｎ．

由数学期望的定义知ξ的数学期望为

　　Ｅ（ξ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｋ·Ｐ（ξ＝ｋ）＝∑

ｎ

ｋ＝０
ｋ ｎ
ｍ＋ｎ

·

ｎ－１
ｍ＋ｎ－１

ｎ－２
ｍ＋ｎ－２

… ｎ－ｋ＋１
ｍ＋ｎ－ｋ＋１

ｍ
ｍ＋ｎ－ｋ

．

（１）
　　这是一个有限项和的计算，其中每一个都有多个

因子相乘．这个求和过程比较复杂，其详细的求解过

程如下．

　　Ｅ（ξ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｋ·Ｐ（ξ＝ｋ）＝∑

ｎ

ｋ＝０
ｋ ｎ
ｍ＋ｎ

·

ｎ－１
ｍ＋ｎ－１

ｎ－２
ｍ＋ｎ－２

… ｎ－ｋ＋１
ｍ＋ｎ－ｋ＋１

·

ｍ
ｍ＋ｎ－ｋ＝∑

ｎ

ｋ＝０
ｋ ｍ
（ｍ＋ｎ－ｋ）

Ｃｋｎ
Ｃｋｍ＋ｎ

＝

∑
ｎ

ｋ＝０

ｍｎ
ｍ＋ｎ

Ｃｋ－１ｎ－１
Ｃｋｍ＋ｎ－１

＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

Ｃｋｎ－Ｃｋｎ－１
Ｃｋｍ＋ｎ－１

＝

∑
ｎ

ｋ＝０

ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

（Ｃ
ｋ
ｎ

Ｃｋｍ＋ｎ－１
－ Ｃ

ｋ
ｎ－１

Ｃｋｍ＋ｎ－１
）＝∑

ｎ

ｋ＝０

ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

·

（Ｃ
ｎ－ｋ
ｍ－１＋（ｎ－ｋ）

Ｃｎｍ＋ｎ－１
－Ｃ

ｎ－１－ｋ
ｍ＋ｎ－１－ｋ

Ｃｎ－１ｍ＋ｎ－１
）＝ ｍｎ

（ｍ＋ｎ）
·

（ １
Ｃｎｍ＋ｎ－１∑

ｎ

ｋ＝０
Ｃｎ－ｋｍ－１＋（ｎ－ｋ）－ １

Ｃｎ－１ｍ＋ｎ－１∑
ｎ

ｋ＝０
Ｃｎ－１－ｋｍ＋ｎ－１－ｋ）＝

ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

（ １
Ｃｎｍ＋ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝０
Ｃｉｍ－１＋ｉ－ １

Ｃｎ－１ｍ＋ｎ－１∑
ｎ－１

ｊ＝０
Ｃｊｍ＋ｊ）＝

ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

（Ｃ
ｎ
ｍ＋ｎ

Ｃｎｍ＋ｎ－１
－ Ｃｎ－１ｍ＋ｎ
Ｃｎ－１ｍ＋ｎ－１

）＝ ｍｎ
（ｍ＋ｎ）

（ｍ＋ｎ
ｍ －

ｍ＋ｎ
ｍ＋１

）＝ ｎ
ｍ＋１

．

其中在倒数第３个等号前，令ｉ＝ｎ－ｋ，ｊ＝ （ｎ－１）

－ｋ．
　　注２　定义法计算的整个过程步骤多，用到了很

多组合恒等式，公式的转化和运算相当灵活．
２．２．２　随机变量和式分解法

　　为方便讨论，先将所有的黑球进行编号，因此有

１，２，３，…，ｎ号黑球．令

　　ξｉ ＝
１，第ｉ号黑球取出在全部ｍ 个白球之前，
０，第ｉ号黑球非取出在全部ｍ 个白球之前｛ ，

其中ｉ＝１，２，…，ｎ．值得注意的是这里ｎ个随机变量

ξｉ 不是相互独立的，但是仍然有ξ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ，而Ｐ（ξｉ＝

１）＝ １
ｍ＋１

，于是由期望性质有

　　Ｅξ＝Ｅ（∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ξｉ ＝１）＝

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｍ＋１＝

ｎ
ｍ＋１

．

　　注３　随机变量和式解法利用变量分解技巧，大

大降低了问题的难度，容易得到结论．事实上，很多的

问题，如几何分布，二项分布，巴斯卡分布和匹配等，
都可以借助随机变量的分解和数学期望的性质来计

算数学期望或方差．
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