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摘要：讨论固定设计下，局部线性核估计内部和外界地区的渐近性质．固定设计下回归函数局部线性核估计具有

自适应性，在内部地区和外界地区具有相同的收敛速度．
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　　近年来，回归问题的非参数估计已成为数理统计

中的热门话题，受到了许多学者的关注．回归问题的

非参数估计方法有很多种，常见的有核函数、样条函

数和小波，其中核函数回归估计（简称核估计）易于理

解、结构简单、便于计算，已成为非参数回归估计的主

要方 法．核 估 计 最 早 由 Ｎａｄａｒａｙａ［１］和 Ｗａｔｓｏｎ［２］给

出，称为Ｎａｄａｒａｙａ－Ｗａｔｓｏｎ估计．在此基础上加以改

进的核估计是局部多项式核估计［３，４］，它是局部加权

最小二乘的多项式估计．易见，当多项式为常数时，局
部多项式核估计就是Ｎａｄａｒａｙａ－Ｗａｔｓｏｎ估计［５］．在局

部多项式核估计类中，最重要的一个估计是局部线性

核估计，它 不 但 拥 有 Ｎａｄａｒａｙａ－Ｗａｔｓｏｎ估 计 一 些 良

好的性 质，而 且 改 进 了 Ｎａｄａｒａｙａ－Ｗａｔｓｏｎ估 计 设 计

偏倚与边界偏倚的不足［６，７］．文献［６］和［７］讨论了自

变量为随机变量的情形，对于固定点设计的情形还未

见有报道．事实上，在许多科学研究［８］和试验设计过

程中，常常碰到固定点设计的情形，因此本文研究固

定设计下回归函数的局部线性核估计的渐近性质，特
别是它在边界地区的渐近性质．

１　回归函数固定设计下局部线性核估计

　　固定设计下的非参数回归模型为

　　Ｙｉ＝ｒ（ｘｉ）＋ｖ１／２（ｘｉ）εｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ， （１．１）
其中ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ为已知的固定设计点列，ε１，ε２，
…，εｎ 是一组相互 独 立 的 随 机 变 量，且 满 足Ｅ（εｉ）＝
０，Ｖａｒ（εｉ）＝１．显 然 Ｅ（Ｙｉ）＝ｒ（ｘｉ），Ｖａｒ（Ｙｉ）＝
ｖ（ｘｉ），故称ｒ为均值回归函数，ｖ为方差函数，常常假

设对于任意ｉ，有ｖ（ｘｉ）＝σ２．
　　 假设ｒ（ｘ）具有二阶导数，在点ｘ的某邻域，有

ｒ（ｔ）≈ｒ（ｘ）＋ｒ′（ｘ）（ｔ－ｘ）≡β０＋β１（ｔ－ｘ），则回归

函数ｒ（ｘ）的估计等价于估计截距β０．考虑一个权重

局部线性回归问题，求解β０ 和β１，使得它们最小化表

达式：

　　∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－β０－β１（ｘｉ－ｘ））
２　Ｋｈ（ｘ－ｘｉ）．（１．２）

这里Ｋ 为对称概率密度函数，称为权函数或核函数，
并记Ｋｈ（ｕ）＝ｈ－１　Ｋ（ｕ／ｈ）；ｈ为 正 实 数，常 称 为 带 宽
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DOI:10.13656/j.cnki.gxkx.2012.03.021



或窗宽．

　　 这是一个最小二乘问题，（１．２）式对β０，β１ 求偏

导数，并令其为０，得

　　

－２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－β０－β１（ｘｉ－ｘ））Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）＝０，

－２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－β０－β１（ｘｉ－ｘ））Ｋｈ（ｘｉ－

　　ｘ）（ｘｉ－ｘ）＝０

烅

烄

烆 ．
（１．３）

方程组（１．３）写成矩阵形式为

　　（ΧＴＷΧ）β＝Χ
ＴＷＹ， （１．４）

其中

　　Χ＝

１　 ｘ１－ｘ
１　 ｘ２－ｘ
 

１　 ｘｎ－

烄

烆

烌

烎ｘ

，Ｗ ＝ｄｉａｇ｛Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）｝，Ｙ＝

Ｙ１
Ｙ２


Ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

，β＝
β０

β（ ）１ ．
记ｅ１ ＝ （１，０）Ｔ，若ΧＴＷΧ可逆，由式（１．４）得回归函

数ｒ（ｘ）的局部线性核估计为

　　^ｒ（ｘ）＝ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１ΧＴＷＹ． （１．５）

　　 若记ｓ^ｌ（ｘ）＝ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）ｌ　Ｋｈ（ｘｉ－ｘ），ｌ＝

０，１，…，式（１．５）可以写为

　　^ｒ（ｘ）＝

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

｛^ｓ２（ｘ）－^ｓ１（ｘ）（ｘｉ－ｘ）｝Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）Ｙｉ
ｓ^２（ｘ）^ｓ０（ｘ）－^ｓ２１（ｘ）

．

（１．６）

２　 局部线性核估计的渐近性质

　　 用 均 方 误 差（ＭＳＥ）来 考 查 估 计 的 一 些 渐 近

性质：

　　ＭＳＥ｛^ｆ（ｘ）｝＝Ｅ２｛^ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ）｝＝
Ｖａｒ｛^ｆ（ｘ）｝＋Ｂｉａｓ２｛^ｆ（ｘ）｝， （２．１）

其中ｆ^（ｘ）为ｆ（ｘ）的估计，Ｂｉａｓ｛^ｆ（ｘ）｝＝Ｅ^ｆ（ｘ）－
ｆ（ｘ）．
　　 由文献［１，２］可知，非参数核估计的内部和边界

地区有不同阶的渐近偏差，事实上局部线性核估计也

同 样 存 在 这 个 问 题．由 式 （１．６）可 得 ｒ^（ｘ）＝

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉＹｉ，其中

　　ωｉ ＝
｛^ｓ２（ｘ）－^ｓ１（ｘ）（ｘｉ－ｘ）｝Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）

ｓ^２（ｘ）^ｓ０（ｘ）－^ｓ２１（ｘ）
，

故局部线性核估计也是线性估计器，^ｒ（ｘ）为Ｙｉ（ｉ＝
１，２，…，ｎ）的加权平均，权ωｉ是关于Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）的函

数，而Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）是关于点ｘ对称的，因此当点ｘ位

于边界地区，以不完全的观测数据作加权平均，相对

于内部点ｘ，^ｒ（ｘ）的偏差和肯定要受影响．图１是观

测数据和在点ｔ＝０．０８，０．５，０．９处核函数Ｋｈ（ｘ－ｔ）
的曲线，核函数取Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ核，窗宽ｈ＝０．２．从
图１可以看出，当０≤ｘ＜ｈ或１－ｘ＜ｈ≤１时，此
时核函数部分曲线位于区间的外面，则在该点处（如

ｘ＝０．０８）权值ωｉ 的数量有所减少，而在内部，地区

（ｈ≤ｘ≤１－ｈ）将不会出现这种情况．综合上述分析

后，分两种情形推导固定设计下局部线性核估计的渐

近均方误差．

图１　观测数据以及核函数ｋｈ（ｘ－ｔ）

　　Ｆｉｇ．１　Ｏｂｓｅｒｖｅｄ　ｄａｔａ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｋｅｒｎｅｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｋｈ（ｘ－ｔ）

２．１　内部地区的渐近性质

　　 考虑 固 定 设 计 下 的 回 归 模 型（１．１），不 失 一 般

性，设自变量ｘ的取值范围为［０，１］，为方便分析，作

如下假定：

　　（１）回归函数ｒ（ｘ）的二阶导数ｒ″（ｘ）和方差函数

ｖ（ｘ）是区间［０，１］上的连续函数．
　　（２）核函数Ｋ（ｘ）在区间［０，１］上是关于原点对

称的密度函数，即∫
１

－１
ｘＫ（ｘ）ｄｘ＝０，∫

１

－１
Ｋ（ｘ）ｄｘ＝１．

　　（３）窗宽ｈ＝ｈ（ｎ），且当ｎ→∞时，ｈ→０，ｎ
１
２ｈ→

∞，ｎ－１ ＝ο（ｈ２）．
　　（４）对于估计点ｘ，满足ｈ＜ｘ＜１－ｈ．
　　 由式（２．１）可知，欲计算ｒ^（ｘ）的渐近均方误差，
只需计算它的渐近方差和渐近偏差即可．从式（１．５）

计算可得

　　Ｅ^ｒ（ｘ）＝ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１ΧＴＷＲ， （２．２）

其中Ｒ＝（ｒ（ｘ１），ｒ（ｘ２），…，ｒ（ｘｎ））Ｔ．由泰勒公式，对
于任意ｘ∈ ［０，１］，

　　ｒ（ｘｉ）＝ｒ（ｘ）＋（ｘｉ－ｘ）ｒ′（ｘ）＋
１
２
（ｘｉ－ｘ）２ｒ″（ｘ）＋…

则Ｒ可以改写为
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　　Ｒ＝Ｘ
ｒ（ｘ）

ｒ′（ｘ［ ］）＋１２ｒ″（ｘ）
（ｘ１－ｘ）２

　 
（ｘｎ－ｘ）

熿

燀

燄

燅２
＋…

因此，式（２．２）的第一项可以化简为

　　ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１（ΧＴＷＸ）
ｒ（ｘ）

ｒ′（ｘ［ ］） ＝ ｅＴ１
ｒ（ｘ）

ｒ′（ｘ［ ］） ＝
ｒ（ｘ）．
于是，估计函数ｒ^（ｘ）的偏差为

　　Ｂｉａｓ｛^ｒ（ｘ）｝＝Ｅ^ｒ（ｘ）－ｒ（ｘ）＝

１
２ｒ

″（ｘ）ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１ΧＴＷ

（ｘ１－ｘ）２

　 
（ｘｎ－ｘ）

熿

燀

燄

燅２
＋… （２．３）

为了推导渐近偏差，应用前面的记号ｓ^ｌ（ｘ）＝

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）ｌ　Ｋｈ（ｘｉ－ｘ），那么

　　ｎ－１ΧＴＷΧ＝
ｓ^０（ｘ） ｓ^１（ｘ）

ｓ^１（ｘ） ｓ^２（ｘ［ ］），

ｎ－１ΧＴＷ

（ｘ１－ｘ）２

　 
（ｘｎ－ｘ）

熿

燀

燄

燅２
＝
ｓ^２（ｘ）

ｓ^３（ｘ［ ］）．
利用定积分的定义，及假设条件（１）～（４），当ｎ→ !，
有

　　^ｓｌ（ｘ）＝ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）ｌ　Ｋｈ（ｘｉ－ｘ）＝

∫
１

０
（ｔ－ｘ）ｌ　Ｋｈ（ｔ－ｘ）ｄｔ＋Ο（ｎ－１）＝

ｈｌ∫
（１－ｘ）／ｈ

－ｘ／ｈ
ｕｌ　Ｋ（ｕ）ｄｕ＋Ο（ｎ－１）＝

ｈｌ∫
１

－１
ｕｌ　Ｋ（ｕ）ｄｕ＋Ο（ｎ－１）．

记μｌ（Ｋ）＝∫
１

－１
ｕｌ　Ｋ（ｕ）ｄｕ，并注意到条件（２），则上面

的矩阵可以化简为

　　ｎ－１ΧＴＷΧ ＝
１＋Ο（ｎ－１） Ο（ｎ－１）

Ο（ｎ－１） ｈ２μ２（Ｋ）＋Ο（ｎ－
１［ ］）， （２．４）

　　ｎ－１ΧＴＷ

（ｘ１－ｘ）２

　 
（ｘｎ－ｘ）

熿

燀

燄

燅２
＝
ｈ２μ２（Ｋ）＋Ο（ｎ－

１）

　　Ο（ｎ－１［ ］）
．

（２．５）
由矩阵知识可知

　　（ｎ－１ΧＴＷΧ）－１ ＝

（ｈ２μ２（Ｋ））－
１ ｈ

２
μ２（Ｋ）＋Ο（ｎ－

１） Ο（ｎ－１）

Ο（ｎ－１） １＋Ο（ｎ－１［ ］），
（２．６）

将式（２．５）、（２．６）代 入 式（２．３），得 局 部 线 性 核 估 计

ｒ^（ｘ）的渐近偏差为

　　Ｂｉａｓ｛^ｒ（ｘ）｝＝Ｅ^ｒ（ｘ）－ｒ（ｘ）＝１２ｈ
２ｒ″（ｘ）μ２（Ｋ）

＋Ο（ｎ－１）＋Ο（（ｎｈ）－２）＝ １２ｈ
２ｒ″（ｘ）μ２（Ｋ）＋ｏ（ｈ

２）．

（２．７）

　　 对于渐近方差，由式（１．５）计算可得

　　Ｖａｒ｛^ｒ（ｘ）｝＝
ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１ΧＴＷＶＷＸ（ΧＴＷΧ）－１ｅ１， （２．８）
其中Ｖ ＝ｄｉａｇ｛ｖ（ｘｉ）｝．类似上面的计算，得

　　ｎ－１ΧＴＷＶＷΧ＝ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
Ｋ２ｈ（ｘｉ－

ｘ）ｖ（ｘｉ）
１ （ｘｉ－ｘ）

（ｘｉ－ｘ） （ｘｉ－ｘ）［ ］２ ＝
ｈ－１μ０（Ｋ

２）ｖ（ｘ）＋Ο（ｎ－１） Ο（ｎ－１）

Ο（ｎ－１） ｈ２μ２（Ｋ
２）＋Ο（ｎ－１［ ］）．

（２．９）
将式（２．９）代入式（２．８），并结合前面的式子，得局部

线性核估计ｒ^（ｘ）的渐近方差为

　　Ｖａｒ｛^ｒ（ｘ）｝＝
ｅＴ１（ΧＴＷΧ）－１ΧＴＷＶＷＸ（ΧＴＷΧ）－１ｅ１ ＝
（ｎｈ）－１μ０（Ｋ

２）ｖ（ｘ）＋Ο（ｎ－２　ｈ－３）＝
（ｎｈ）－１μ０（Ｋ

２）ｖ（ｘ）＋ο｛（ｎｈ）－１｝． （２．１０）
再联合式（２．７）和（２．１０），得局部线性核估计^ｒ（ｘ）的

渐近均方误差为

　　ＭＳＥ｛^ｒ（ｘ）｝＝ １４ｈ
４（ｒ″（ｘ）μ２（Ｋ））

２＋

（ｎｈ）－１μ０（Ｋ
２）ｖ（ｘ）＋ο｛（ｎｈ）－１＋ｈ４｝． （２．１１）

　　 定理１　 假设有一组关于两变量ｘ和Ｙ 的数据

｛（ｘｉ，Ｙｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ｝来 自 模 型（１．１），且 满 足 条

件（１）～ （４），则对于任意ｘ∈ ［ｈ，１－ｈ］，由式（１．６）
所得的估计ｒ^（ｘ）满足式（２．１１）．
２．２　 边界地区的渐近性质

　　 不失一般性，只考虑区间［０，１］左端的边界地区

的点．若回归模型（１．１）满足以下条件：

　　① 回归函数ｒ（ｘ）的二阶导数ｒ″（ｘ）和方差函数

ｖ（ｘ）是区间［０，１］上的连续函数．
　　②核函数Ｋ（ｘ）在区间［０，１］上是关于原点对称

的密度函数，即∫
１

－１
ｘＫ（ｘ）ｄｘ＝０，∫

１

－１
Ｋ（ｘ）ｄｘ＝１．

　　③ 窗宽ｈ＝ｈ（ｎ），且当ｎ→ !时，ｈ→０，ｎ
１
３ｈ→

∞，ｎ－１ ＝ｏ（ｈ３）．
　　④ 对于估计点ｘ＝αｈ，其中０≤α＜１．

定义μｌ（Ｋ，α）＝∫
１

－α
ｕｌ　Ｋ（ｕ）ｄｕ，重新计算式（２．４）和

式（２．５），得

２３２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．３，Ａｕｇｕｓｔ　２０１２



　　ｎ－１ΧＴＷΧ＝

μ０（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－
１） ｈμ１（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－

１）

ｈμ１（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－
１） ｈ２μ２（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－

１［ ］），
（２．１２）

　　ｎ－１ΧＴＷ

（ｘ１－ｘ）２

　 
（ｘｎ－ｘ）

熿

燀

燄

燅２
＝

ｈ２μ２（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－
１）

ｈ３μ３（Ｋ，α）＋Ο（ｎ－
１［ ］）． （２．１３）

同样，将式（２．１２）、（２．１３）代入式（２．３），得局部线性

核估计ｒ^（ｘ）的边界渐近偏差为

　　Ｂｉａｓ｛^ｒ（ｘ）｝＝Ｅ^ｒ（ｘ）－ｒ（ｘ）＝１２ｈ
２ｒ″（ｘ）Ａ（α）＋

Ο（ｎ－１　ｈ），
其中

　　Ａ（α）＝μ
２
２（Ｋ，α）－μ１（Ｋ，α）μ３（Ｋ，α）
μ０（Ｋ，α）μ２（Ｋ，α）－μ

２
１（Ｋ，α）

．

利用条件 ③，上式还可以化为

　　Ｂｉａｓ｛^ｒ（ｘ）｝＝ １２ｈ
２ｒ″（ｘ）Ａ（α）＋ｏ（ｈ２）．（２．１４）

类似于上面的计算，得局部线性核估计ｒ^（ｘ）的边界

渐近方差为

　　Ｖａｒ｛^ｒ（ｘ）｝＝ （ｎｈ）－１　Ｂ（α）ｖ（ｘ）＋Ο（ｎ－２　ｈ－４）＝
（ｎｈ）－１　Ｂ（α）ｖ（ｘ）＋Ｏ｛（ｎｈ）－１｝， （２．１５）
其中

　　Ｂ（α）＝ （μ
２
２（Ｋ，α）μ０（Ｋ

２，α）－２μ１（Ｋ，α）μ１（Ｋ
２，

α）μ２（Ｋ，α）＋μ
２
１（Ｋ，α）μ２（Ｋ

２，α））／（｛μ０（Ｋ，α）μ２（Ｋ，

α）－μ
２
１（Ｋ，α）｝２）．

　　 由此，联合式（２．１４）和式（２．１５），得局部线性核

估计ｒ^（ｘ）的边界渐近均方误差为

　　ＭＳＥ｛^ｒ（ｘ）｝＝ １４ｈ
４（ｒ″（ｘ）Ａ（α））２＋

（ｎｈ）－１　Ｂ（α）ｖ（ｘ）＋ο｛（ｎｈ）－１＋ｈ４｝． （２．１６）

　　 定理２　 假定有一组关于两变量ｘ和Ｙ 的数据

｛（ｘｉ，Ｙｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ｝来 自 模 型（１．１），且 满 足 条

件 ① ～ ④，则对于任意ｘ∈ ［０，ｈ），由式（１．６）所得

的估计ｒ^（ｘ）满足式（２．１６）．

　　对比式（２．１１）和（２．１６）不难发现，固定设计下局

部线性核估计在内部和边界地区具有相同的收敛阶，
这与随机设计下局部线性核估计的情形相同［７］．也就

是说，固定设计下局部线性核估计具有自适应性，它

不需要改变边界地区的估计方法就与内部具有相同

的收敛 速 度，这 对 固 定 设 计 下 Ｎａｄａｒａｙａ－Ｗａｔｓｏｎ估

计［９］的边界收敛速度有所改进．因此，固定设计下局

部线性核估计是一个实用且性质优良的非参数回归

估计．
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