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摘要：应用图的一些变换，在给定阶、圈数和匹配数以及给定阶和圈数的所有仙人掌图中确定了拉普拉斯系数最

小的图，同时确定了给定阶、圈数和匹配数的仙人掌图中Ｌａｐｌｃｉａｎ－ｌｉｋｅ能量最小的图．
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　　本文只讨论简单无向的连通图．令Ｇ＝ （Ｖ（Ｇ），

Ｅ（Ｇ））表示一个连通图，其中ｎ＝ｏ（Ｇ）＝ Ｖ（Ｇ），

ｅ（Ｇ）＝ Ｅ（Ｇ）．若Ｄ（Ｇ）和Ａ（Ｇ）分别表示Ｇ的顶点
度对角矩阵和邻接矩阵，则Ｇ的拉普拉斯矩阵定义为

Ｌ（Ｇ）＝Ｄ（Ｇ）－Ａ（Ｇ），Ｇ的拉普拉斯多项式定义为

　　φ（Ｇ，λ）＝ｄｅｔ（λＩｎ－Ｌ（Ｇ））＝

∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋｃｋ（Ｇ）λｎ－ｋ．

由于Ｌ（Ｇ）是半正定的实对称矩阵，所以它的特征值
都是非负实数，记为

　　ｎ≥λ１ ≥λ２ ≥ … ≥λｎ－１ ≥λｎ ＝０．
由Ｖｉｅｔｔｅ’ｓ公式知，ｃｋ＝σｋ λ１，λ２，…，λｎ－（ ）１ ≥０，是一
个ｎ－１次的特征多项式．而且

　　ｃ０（Ｇ）＝１，ｃ１（Ｇ）＝２ｅ（Ｇ），ｃｎ（Ｇ）＝０，ｃｎ－１（Ｇ）

＝ｎτ（Ｇ），
其中τ（Ｇ）是Ｇ的生成树的个数［１］．特别地，如果Ｇ是
一棵树，则ｃｎ－２（Ｇ）和ｃｎ－３（Ｇ）分别等于Ｇ的 Ｗｉｅｎｅｒ
指标［２］和修改超 Ｗｉｅｎｅｒ指标［３］．
　　 令Ｇ和Ｈ 是两个ｎ点连通图．如果对所有的０≤
ｋ≤ｎ，都有ｃｋ（Ｇ）≤ｃｋ（Ｈ），则记为ＧＨ．如果Ｇ

Ｈ 且存在某个０≤ｋ≤ｎ，使得ｃｋ（Ｇ）≠ｃｋ（Ｈ），则记
为ＧＨ．如果一个连通图的任意两个圈至多有一个
公共点，则称它是一个仙人掌图．显然，树和单圈图是
特殊 的 仙 人 掌 图． 图 Ｇ 的 Ｌａｐｌｃｉａｎ －ｌｉｋｅ 能
量［４］ＬＥＬ（Ｇ）定义为

　　ＬＥＬ（Ｇ）＝ λ槡１＋ λ槡２＋…＋ λｎ－槡 １．
文献［５］已经证明ＬＥＬ（Ｇ）和Ｇｕｔｍａｎ引进的图的能
量有类似的特征，其中图Ｇ的能量等于Ａ（Ｇ）的所有
特征值绝对值的和．Ｓｔｅｖａｎｏｖｉｃ′［６］建立了拉普拉斯多
项式系数和Ｌａｐｌｃｉａｎ－ｌｉｋｅ能量之间的一个关系，而
且Ｉｌｉｃ′等［７］给出该关系的一个正确的证明：

　　 设Ｇ和Ｈ 是两个ｎ阶连通图．如果ＧＨ，则

ＬＥＬ（Ｇ）≤ＬＥＬ（Ｈ）；如果Ｇ  Ｈ，则ＬＥＬ（Ｇ）＜
ＬＥＬ．
　　 最近，研究图的拉普拉斯多项式系数成为图论
的热点问题之一．文献［８～１３］研究树的拉普拉斯多
项式系数与图的一些同构不变量（比如顶点数、匹配
数、悬挂点数、直径等）之间的关系．Ｓｔｅｖａｎｏｖｉｃ′等［１４］

确定了给定顶点数的单圈图中具有最大和最小拉普

拉斯系数的图，Ｔａｎ［１５］确定了给定顶点数和匹配数
的单圈图中具有最小拉普拉斯系数和Ｌａｐｌｃｉａｎ－ｌｉｋｅ
能量的图，Ｈｅ等［１６］确定了给定顶点数的双圈图中具
有最小拉普拉斯系数的图系数，Ｔａｎ［１７］确定了给定
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顶点数和匹配数的双圈图中具有最小拉普拉斯系数

和Ｌａｐｌｃｉａｎ－ｌｉｋｅ能量的一些图．本文确定了给定阶、
圈数和匹配数的仙人掌图的中拉普拉斯多项式系数

和Ｌａｐｌｃｉａｎ－ｌｉｋｅ能量最小的图，推广了树和单圈图
中的一些相关结论．

１　 预备知识［１５，１７］

　　 对于图Ｇ，令ＮＧ（ｖ）表示Ｇ中一个顶点ｖ的邻接
点的集合，ｄＧ（ｖ）表示ｖ在Ｇ中的度．Ｇ的１度顶点称
为Ｇ的悬挂点，Ｇ关联于悬挂点的边称为Ｇ 的悬挂
边．Ｇ的一个路ｖ０ｖ１…ｖｋ称为Ｇ在顶点ｖ０处长为ｋ的
悬挂路，如果它满足

　　ｄＧ（ｖ０）≥３，ｄＧ（ｖ１）＝ｄＧ（ｖ２）＝ … ＝ｄＧ（ｖｋ－１）

＝２，ｄＧ（ｖｋ）＝１．
　　 定义１．１　 令ｕｖ′是ｎ阶连通图Ｇ 的一个悬挂
边，ｕｖ是Ｇ 中不包含在三角形内的一条边且满足

ｄＧ（ｕ）≥３，ｄＧ（ｖ）≥３．令Ｇ′ｕｖ是由Ｇ通过下面的方法
得到的图：删除边ｕｖ和点ｕ′；将ｕ与ｖ粘结并用ｗ 来
表示新的点；最后在ｗ点上增加一个长为２的悬挂路

ｗｗ′ｕ′．称Ｇ到Ｇ′ｕｖ 的过程是图Ｇ 在边ｕｖ的一个α１
变换．
　　 引理１．１　令Ｇ和Ｇ′ｕｖ是定义１．１中定义的两个
图．如果ｖ是割点，则

　　ｃｋ（Ｇ）≥ｃｋ（Ｇ′ｕｖ），ｋ＝０，１，…，ｎ，
等号对所有的ｋ成立，当且仅当：ｕｖ是割边时ｋ∈｛０，

１，ｎ－１，ｎ｝，否则ｋ∈ ｛０，１，ｎ｝．
　　 注释１．１　令Ｇ和Ｇ′ｕｖ是定义１．１中定义的两个
图，Ｍ（Ｇ）表示Ｇ的一个最大匹配，则｜Ｍ（Ｇ）｜≤
｜Ｍ（Ｇ′ｕｖ）｜≤｜Ｍ（Ｇ）｜＋１．
　　 定义１．２　令Ｈ，Ｇ１，Ｇ２是３个连通图，ｖ１，ｖ２是

Ｈ 的两个点．把Ｈ的点ｖｉ与Ｇｉ的一个点珘ｖｉ合并 （得
到的新的点仍用ｖｉ来表示，ｉ＝１，２）并且在ｖ２处增加
一条悬挂边ｖ２ｖ得到的ｎ阶图记为Ｇ．令ｚ１，ｚ２，…，ｚｔ
是Ｇ２ 中点珘ｖ２ ＝ｖ２ 的所有悬挂点．记从Ｇ中删除边

ｖ２ｚ１，ｖ２ｚ２，…，ｖ２ｚｔ并且添加边ｖ１ｚ１，ｖ１ｚ２，…，ｖ１ｚｔ 得
到的图记为Ｇ′．称Ｇ到Ｇ′的过程是图Ｇ由ｖ２到ｖ１的
一个α２ 变换．
　　 引理１．２　令Ｇ和Ｇ′是定义１．２中定义的两个
图．如果

　　ＮＨ（ｖ２）－｛ｖ１｝ＮＨ（ｖ１）－｛ｖ２｝，ｏ（Ｇ２）≥２，
而且

　　ｏ（Ｇ２）≥３，或ｏ（Ｇ１）＝２且ＮＨ（ｖ２）－｛ｖ１｝
ＮＨ（ｖ１）－｛ｖ２｝，
则ｃｋ（Ｇ）≥ｃｋ（Ｇ′），ｋ＝０，１，…，ｎ，并且等式成立当且
仅当ｋ∈ ｛０，１，ｎ－１，ｎ｝．

　　 注释１．２　 如果Ｇ′中ｖ１ 点处存在悬挂边，则

　　｜Ｍ（Ｇ）｜＝｜Ｍ（Ｇ′）｜．
　　 定义１．３　令Ｈ，Ｇ１，Ｇ２是３个连通图，ｖ１，ｖ２是

Ｈ 的两个点．把Ｈ的点ｖｉ与Ｇｉ的一个点珘ｖｉ合并 （得
到的新的点仍用ｖｉ来表示，ｉ＝１，２）得到的ｎ阶图记
为Ｇ．令ｚ１，ｚ２，…，ｚｔ是Ｇ２ 中点珘ｖ２ ＝ｖ２ 的所有悬挂
点，从Ｇ 中删除边ｖ２ｚ１，ｖ２ｚ２，…，ｖ２ｚｔ 并且添加边

ｖ１ｚ１，ｖ１ｚ２，…，ｖ１ｚｔ得到的图记为Ｇ′．称Ｇ到Ｇ′的过
程是图Ｇ 由ｖ２ 到ｖ１ 的一个α３ 变换．
　　 引理１．３　令Ｇ和Ｇ′是定义１．３中定义的两个
图．如果ＮＨ（ｖ２）－｛ｖ１｝ＮＨ（ｖ１）－｛ｖ２｝，而且Ｇ１和

Ｇ２都至少有两个点，则ｃｋ（Ｇ）≥ｃｋ（Ｇ′），ｋ＝０，１，…，

ｎ，并且等号成立当且仅当ｋ∈ ｛０，１，ｎ－１，ｎ｝．
　　定义１．４　令Ｇ是ｎ阶连通图，ｕｖ是Ｇ不包含在
三角形中的一个非悬挂边．再令Ｇｕｖ 是按照下面方式
得到的图：从Ｇ中删除边ｕｖ；将ｕ和ｖ粘结并用ｗ 表
示新的点；最后在ｗ点上增加一个悬挂边ｗｗ′．则称

Ｇ到Ｇｕｖ 的过程是图Ｇ 在边ｕｖ的一个α４ 变换．
　　 引理１．４　令Ｇ和Ｇｕｖ是定义１．４中定义的两个
图，Ｅｕｕｖ 表示除ｕｖ外所有与ｕ关联的边的集合，则

　　（１）如果Ｍ（Ｇ）∩Ｅｕｕｖ＝或Ｍ（Ｇ）∩Ｅｖｕｖ＝，
则｜Ｍ（Ｇｕｖ）｜＝｜Ｍ（Ｇ）｜．
　　（２）ｃｋ（Ｇ）≥ｃｋ（Ｇｕｖ），ｋ＝０，１，…，ｎ，并且等式成
立当且仅当ｕｖ是割边时，ｋ∈ ｛０，１，ｎ－１，ｎ｝，否则ｋ

∈ ｛０，１，ｎ｝．

２　 拉普拉斯系数最小的仙人掌图

　　 引理２．１　 令ｆ（λ）和ｇ（λ）是两个降幂排列的
实系数多项式．如果它们的系数是正负交错的，则

ｆ（λ）ｇ（λ）的系数也是正负交错的．
　　一个仙人掌图Ｇ的基 （用Ｇ^表示）是与Ｇ有相同
圈的最小连通子图．显然，^Ｇ是Ｇ 的唯一一个不含悬
挂边的子图，并且可以通过在Ｇ^上添加适当的悬挂树
得到Ｇ．令ｕ是Ｇ的不在Ｇ^上的一个点，ｖ是Ｇ^上到ｕ
的距离最近的唯一点，则称ｖ是ｕ在Ｇ^上的根，ｕ与ｖ
之间的距离称为ｕ的高度．
　　Ｇ１（ｓ０，ｔ０；ｓ１１，ｔ１１，ｓ１２，ｔ１２；…；ｓｒ１，ｔｒ１，ｓｒ２，ｔｒ２）
表示在Ｄｒ（图１）的点ｕ，ｖ１１，ｖ１２，…，ｖｒ１，ｖｒ２上分别添
加ｓ０，ｓ１１，ｓ１２，…，ｓｒ１，ｓｒ２个长度为２的悬挂路和ｔ０，ｔ１１，

ｔ１２，…，ｔｒ１，ｔｒ２个悬挂边得到的图．特别记Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）＝
Ｇ０１，其中

　　Ｇｓ１ ＝Ｇ１（ｉ－ｒ－１－ｓ，ｎ－２ｉ＋１；

０，１，０，１；…；０，１，０，
烐烏 烑

１
４ｓ

；０，０，０，０；…；０，０，０，０）．

　　ｆ（ｐ，ｑ）＝λ３－（ｎ－ｉ＋ｐ）λ２＋（３ｎ－３ｉ＋ｑ）λ２
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－ｎ．
　　ｇ（ｋ，ｌ）＝λ２－ｋλ＋ｌ．
直接计算得

　　φ（Ｇ
ｓ
１，λ）＝λ（λ－１）ｎ－２ｉ＋ｒ－ｓｇ（３，１）ｉ－ｒ－２　ｇ（５，３）ｓ（λ

－３）ｒ－ｓｆ（ｒ－ｓ＋４，３ｒ－３ｓ＋４）．

图１　Ｄｒ
Ｆｉｇ．１　Ｄｒ

　　 引理２．２　如果ｉ≥ｍａｘ　４，ｒ＋｛ ｝１ 且ｎ≥９，则

Ｇ０１ Ｇ１１ Ｇ２１  … Ｇｒ１．

　　 证明 　 对０≤ｓ≤ｒ－１，由φ（Ｇ
ｓ
１，λ）表达式得

　　φ（Ｇ
ｓ＋１
１ ，λ）－φ（Ｇ

ｓ
１，λ）＝λ２（λ２－３λ＋１）ｉ－ｒ－２（λ－

１）ｎ－２ｉ＋ｒ－ｓ－１（λ２－５λ＋３）ｓ×［（ｎ－ｉ＋ｒ－ｓ－４）λ２－
（３ｎ－３ｉ＋３ｒ－３ｓ－１４）λ＋（ｎ－９）］．
记α＝φ（Ｇ

ｓ＋１
１ ，λ）－φ（Ｇ

ｓ
１，λ），则α是ｎ－２次多项式．

再由０≤ｓ≤ｒ－１及已知条件知

　　ｎ－ｉ＋ｒ－ｓ－４≥ （ｉ－４）＋（ｒ－ｓ）≥１，３ｎ－
３ｉ＋３ｒ－３ｓ－１４≥３（ｉ＋１）－１４≥１．
因此，由引理２．１知多项式α的系数是正负交错的．假

设α＝∑
ｎ

ｊ＝０

（－１）ｊｂｊλｎ－ｊ，其中ｂ０＝ｂ１＝ｂｎ－１＝ｂｎ ＝

０，并且对２≤ｊ≤ｎ－２，ｂｊ＞０，则

　　φ（Ｇ
ｓ＋１
１ ，λ）＝φ（Ｇ

ｓ
１，λ）＋α＝∑

ｎ

ｋ＝０

（－１）ｋ［ｃｋ（Ｇｓ１）＋

ｂｋ］λｎ－ｋ，

于是ｃｋ（Ｇｓ＋１１ ）＝ｃｋ（Ｇｓ１）＋ｂｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ．这表明ｋ

∈ ０，１，ｎ－１，｛ ｝ｎ 时，ｃｋ（Ｇｓ＋１１ ）＝ｃｋ（Ｇｓ１）．而２≤ｋ≤
ｎ－２时，ｃｋ（Ｇｓ＋１１ ）＜ｃｋ（Ｇｓ１）．因此，Ｇｓ１ Ｇｓ＋１１ ．
　　 下面总假设ｉ≥ ｍａｘ　４，ｒ　＋｛ ｝１ 且ｎ≥９，Ｇ是

Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）在偏序关系下的一个极小元，Ｍ（Ｇ）是Ｇ
中包含悬挂边尽可能多的一个最大匹配．
　　 引理２．３　 在Ｇ中以Ｇ^ 上的点为根的树都是长
度不超过２的悬挂路．
　　 断言１　Ｇ的每个悬挂路的长度最多是２．
　　 假设Ｇ中的一条悬挂路ｖ０ｖ１…ｖｋ具有长度ｋ≥
３，则ｅ＝ｖｋ－３ｖｋ－２不在Ｇ^上．在边ｅ上对Ｇ应用一个α４
变换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌图Ｇｅ．由Ｍ（Ｇ）的
假设知ｖｋ－１ｖｋ∈Ｍ（Ｇ），于是ｖｋ－２ｖｋ－１Ｍ（Ｇ）．记Ｅｖｋ－２ｅ

＝ ｛ｖｋ－２ｖｋ－１｝，则Ｅｖｋ－１ｅ ∩Ｍ（Ｇ）＝ ．于是由引理１．

４（１）得｜Ｍ（Ｇｅ）｜＝｜Ｍ（Ｇ）｜．这表明Ｇｅ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ），
且由引理１．４（２）得ＧｅＧ．这与Ｇ的选取矛盾．
　　 断言２　Ｇ中不在Ｇ^ 上的点的度最多为２．
　　假设不在Ｇ^上的点中存在度大于２的点．在这样
的点中选取度数最大的一个点记为ｕ．令ｕｖｖ′…是从

ｕ到它在Ｇ^的根的唯一路．而由断言１知，除ｖ外，与ｕ
邻接的其它点都在长度不超过２的悬挂路上．
　　 情形１　 假设在ｕ点存在一条悬挂边ｕｕ′．
　　 假设ｄＧ（ｖ）≥３．在边ｕｖ上对Ｇ进行一个α１变
换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌图Ｇ′．由注释１．１知

｜Ｍ（Ｇ′）｜＝ｉ，ｉ＋１．如果｜Ｍ（Ｇ′）｜＝ｉ，则Ｇ′∈Ｃ（ｎ，

ｉ，ｒ）．由引理１．１得Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．如果

｜Ｍ（Ｇ′）｜＝ｉ＋１，则在边ｗｗ′上对Ｇ进行一次α４变
换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌图Ｗ 并且｜Ｍ（Ｗ）｜
＝ｉ．于是Ｗ ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．１和引理１．４知Ｗ

Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 假设ｄＧ（ｖ）＝２．由Ｍ（Ｇ）的假定，可以设ｕｕ′∈
Ｍ（Ｇ）．因此ｕｖＭ（Ｇ）．由于ｖｖ′不在圈上，于是在
边ｖｖ′上对Ｇ进行一个α４变换，得到一个ｎ阶ｒ个圈
的仙人掌图Ｇｖｖ′．由于Ｅｖｖｖ′∩Ｍ（Ｇ）＝，于是由引理

１．４（１）知｜Ｍ（Ｇｖｖ′）｜＝｜Ｍ（Ｇ）｜，从而Ｇｖｖ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，

ｒ）．由引理１．４（２）知Ｇｖｖ′ Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 情形２　 假设在ｕ点没有悬挂边．
　　 在边ｕｖ上对Ｇ进行一个α４变换，得到一个ｎ阶

ｒ个圈的仙人掌图Ｇｕｖ．由Ｍ（Ｇ）的假设知，顶点ｕ处
所有长为２的悬挂路上的悬挂边都属于Ｍ（Ｇ）．由于

Ｅｕｕｖ ∩Ｍ（Ｇ）＝ ，于是由引理１．４（１）知｜Ｍ（Ｇｖｖ）｜
＝｜Ｍ（Ｇ）｜，从而Ｇｕｖ ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．４（２）知
Ｇｕｖ Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 断言３　Ｇ中不在Ｇ^ 中的点的高度最多是２．
　　 设ｕ是Ｇ中且不在Ｇ^上的点．由断言２知ｕ在某
个悬挂路上，由断言１知该悬挂路的长度最多是２．
　　 由断言１～３知，引理２．３成立．
　　引理２．４　Ｍ（Ｇ）不包含Ｇ^中的割边和圈长大于

３的圈上的边．
　　证明　假设Ｍ（Ｇ）包含Ｇ^的一个割边或圈长大
于３的圈上的边，并记这样的一个边为ｅ＝ｕｖ．在ｅ上
对Ｇ应用一个α４变换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌
图Ｇｅ．由ｅ∈Ｍ（Ｇ）知，（Ｅｕｅ ∪Ｅｖｅ）∩Ｍ（Ｇ）＝ ，从
而由引理１．４（１）得｜Ｍ（Ｇｅ）｜＝｜Ｍ（Ｇ）｜．因此，Ｇｅ
∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．４（２）知Ｇｅ Ｇ，与Ｇ的选取
矛盾．
　　 引理２．５　Ｇ的每个非悬挂点都被Ｍ（Ｇ）饱和．
　　 证明 　 假设存在Ｇ 的一个非悬挂点ｕ 不被

Ｍ（Ｇ）饱和．由Ｍ（Ｇ）包含尽可能多的悬挂边的假设
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知，ｕ不关联悬挂边．
　　 情形１　ｕ是Ｇ的一个割边的端点或ｕ在Ｇ^的一
个长度不小于４的圈Ｃ上．
　　 记关联ｕ的一个割边或圈Ｃ上的一个边为ｅ．在

ｅ上对Ｇ进行一个α４变换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙
人掌图Ｇｅ．既然 Ｅｕｅ ∩ Ｍ（Ｇ）＝ ，于是由引理

１．４（１）知｜Ｍ（Ｇｅ）｜＝｜Ｍ（Ｇ）｜，从而Ｇｅ ∈Ｃ（ｎ，ｉ，

ｒ）．由引理１．４（２）知ＧｅＧ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 情形２　ｕ在Ｇ^ 的一个三角形上．
　　 情形２．１　 假设ｄＧ（ｕ）≥３．
　　 由Ｍ（Ｇ）包含尽可能多的悬挂边的假设和情形

１的结论知，Ｇ没有以ｕ为根的树．于是再由情形１的
结论知，包含ｕ的圈都是三角形．记这样的三角形为
ｕａ１ｂ１，ｕａ２ｂ２，…，ｕａｔｂｔ，其中ｔ≥２．既然ｉ≥ｒ＋１≥ｔ
＋１，于是ｎ≥２ｔ＋２．这表明存在ａ１，ｂ１，…，ａｔ，ｂｔ中的
点 （比如ａ１）满足ｄＧ（ａ１）≥３．在定义１．３中取Ｈ＝
ｕａ１ａ２，对Ｇ进行一个从ｕ到ａ１的α３变换，得到一个仙
人掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的
选取矛盾．
　　 情形２．２　 假设ｄＧ（ｕ）＝２．
　　 记包含ｕ的唯一三角形为ｕａｂ．由于ｎ≥９，于是

ａ和ｂ中至少有一个点的度不小于３．不失一般性，假
设ｄＧ（ａ）≥３．
　　 假设ｄＧ（ｂ）≥３．在定义１．３中取Ｈ＝ｕａｂ，对Ｇ
进行一个从ｂ到ａ的α３变换，得到一个仙人掌图Ｇ′∈
Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 假设ｄＧ（ｂ）＝２．如果ａｂ Ｍ（Ｇ），则｛ｕｂ｝∪
Ｍ（Ｇ）是Ｇ的一个匹配，与Ｍ（Ｇ）是Ｇ的最大匹配矛
盾．因此，ａｂ∈ Ｍ（Ｇ）．令 Ｍ′＝ （Ｍ（Ｇ）－｛ａｂ｝）∪
｛ｕｂ｝，则Ｍ′是与Ｍ（Ｇ）包含相同悬挂边的最大匹配
并且ａ不被Ｍ′饱和，此时情形２．２变成了情形２．１．
　　 引理２．６　^Ｇ中每个圈的长度为３．
　　证明　假设Ｇ^中存在一个圈Ｃ＝ｖ１ｖ２…ｖｌｖ１，具
有长度ｌ≥４．由引理２．３知，以Ｃ的顶点为根的树都
是悬挂边或长为２的悬挂路．由引理２．４和引理２．５
知，Ｃ的边都不在 Ｍ（Ｇ）中并且Ｃ 的每个点都被

Ｍ（Ｇ）饱和．因此，结合Ｍ（Ｇ）包含尽可能多悬挂边
的假设，对每个１≤ｊ≤ｌ，容易发现ｖｊ处有悬挂边或
包含ｖｊ的三角形．
　　 情形１　 假设某个顶点ｖｊ（１≤ｊ≤ｌ）处有悬
挂边．
　　 不失一般性，假设ｖ１处有一个悬挂边ｖ１ｖ且ｖ１ｖ

∈Ｍ（Ｇ）．既然ｖ２是Ｇ的一个割点，于是在边ｖ１ｖ２上
对Ｇ进行一个α１变换，得到一个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌
图Ｇ′．由于（Ｍ（Ｇ）－｛ｖ１ｖ｝）∪｛ｗ′ｖ｝是Ｇ′的一个最

大匹配，于是Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．１知Ｇ′Ｇ，
与Ｇ的选取矛盾．
　　 情形２　 假设ｖ１，ｖ２，…，ｖｌ处都没有悬挂边．
　　此时，ｖ１处至少有一个三角形．设Ｇ中包含ｖ１的
三角形为ｖ１ａ１ｂ１，ｖ１ａ２ｂ２，…，ｖ１ａｔｂｔ．既然 Ｍ（Ｇ）不包
含Ｃ的边，ｖ１被Ｍ（Ｇ）饱和且ｖ１处没有悬挂边，于是
不妨假设ｖ１ａ１ ∈Ｍ（Ｇ）．如果ａ１，ｂ１，…，ａｔ，ｂｔ中存在
一个点 （比如ａ１）满足ｄＧ（ａ１）≥３，则在定义１．３中
取Ｈ ＝ｖ１ａ１ｂ１，对Ｇ进行一个从ｖ１到ａ１的α３变换，
得到一个仙人掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′

Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．如果ａ１，ｂ１，…，ａｔ，ｂｔ的度都是

２，则 Ｍ′＝ （Ｍ（Ｇ）－ ｛ｖ１ａ１｝）∪ ｛ａ１ｂ１｝是一个与

Ｍ（Ｇ）具有相同悬挂边的Ｇ最大匹配，并且ｖ１ 不被

Ｍ′饱和．在ｅ＝ｖ１ｖ２上对Ｇ进行一个α４变换，得到一
个ｎ阶ｒ个圈的仙人掌图Ｇｅ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．
４（２）知ＧｅＧ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 引理２．７　^Ｇ的ｒ个圈有一个公共顶点．
　　 证明　由引理２．４～２．６知，Ｍ（Ｇ）不包含Ｇ^的
割边（如果Ｇ^存在割边），^Ｇ的每个点被Ｍ（Ｇ）饱和并
且Ｇ^的每个圈都是三角形．假设Ｇ^中存在两个三角形
没有公共顶点．并在这样的三角形中选取距离最近的
两个，分别记为ｕ１ｖ１ｖ２和ｕｌｗ１ｗ２．令Ｐ＝ｕ１ｕ２…ｕｌ是

Ｇ^中连接这两个三角形的最短路，则ｌ≥２．
　　 情形１　Ｐ的某个边ｕｊｕｊ＋１（１≤ｊ≤ｌ－１）是Ｇ
的割边．
　　 假设ｕｊ或ｕｊ＋１处有悬挂边．不失一般性，假设ｕｊ
处有一个悬挂边ｕｊｕ并且ｕｊｕ∈Ｍ（Ｇ）．既然ｕｊ 是Ｇ
的一个割点，于是在边ｅ＝ｕｊｕｊ＋１上对Ｇ进行一个α１
变换，得到一个ｎ阶ｒ 个圈的仙人掌图Ｇ′．由于
（Ｍ（Ｇ）－ ｕｊ｛ ｝ｕ ）∪ ｛ ｝ｗ′ｕ 是Ｇ′的一个最大匹配，于
是Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．１知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取
矛盾．
　　 假设ｕｊ和ｕｊ＋１ 处都没有悬挂边．既然ｕｊ 和ｕｊ＋１
都被Ｍ（Ｇ）饱和且Ｍ（Ｇ）不包含Ｇ^的割边，于是ｕｊ和

ｕｊ＋１ 处都至少有一个三角形．因此，从ｕ１ｖ１ｖ２ 和

ｕｌｗ１ｗ２ 的选取知ｌ＝２．不失一般性，假设ｕ１ｖ１ ∈
Ｍ（Ｇ），则ｕ１ｕ２，ｕ１ｖ２，ｖ１ｖ２Ｍ（Ｇ）．既然ｖ２被Ｍ（Ｇ）
饱和，于是ｄＧ（ｖ２）≥３．在定义１．３中取Ｈ＝ｕ１ｖ１ｖ２，
对Ｇ进行一个从ｕ１到ｖ２的α３变换，得到一个仙人掌
图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取
矛盾．
　　 情形２　Ｐ的每个边都不是Ｇ的割边．记包含边

ｕ１ｕ２ 的三角形为ｕ１ｕ２ｕ′．
　　 如果ｕ１ｖ１，ｕ１ｖ２ Ｍ（Ｇ），则在定义１．３中取Ｈ
＝ｕ１ｕ２ｕ′，对Ｇ进行一个从ｕ２到ｕ１的α３变换，得到一
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个仙人掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知，Ｇ′Ｇ，
这与Ｇ的选取矛盾．不妨假设ｕ１ｖ１∈Ｍ（Ｇ），则ｕ１ｕ２，

ｕ１ｕ′，ｕ１ｖ２，ｖ１ｖ２Ｍ（Ｇ）．既然ｖ２被Ｍ（Ｇ）饱和，于是
ｄＧ（ｖ２）≥３．在定义１．３中取Ｈ ＝ｕ１ｖ１ｖ２，对Ｇ进行
一个从ｕ１ 到ｖ２ 的α３ 变换，得到一个仙人掌图Ｇ′∈
Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 引理２．８　ＧＧ（ｎ，ｉ，ｒ）．
　　证明　由引理２．３、２．６和２．７知，存在非负整数

ｓ０，ｔ０，ｓｊ１，ｓｊ２，ｔｊ１，ｔｊ２（１≤ｊ≤ｒ），使得

　　ＧＧ１（ｓ０，ｔ０；ｓ１１，ｔ１１，ｓ１２，ｔ１２；…；ｓｒ１，ｔｒ１，ｓｒ２，

ｔｒ２）∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．
　　 当０≤ｒ≤１时，Ｇ是树或单圈图，此时由文献

［１１，１５］知ＧＧ（ｎ，ｉ，ｒ）．因此，设ｒ≥２，δ＝∑
ｒ

ｊ＝１

（ｓｊ１

＋ｓｊ２＋ｔｊ１＋ｔｊ２）≠０．
　　 情形１　 假设存在１≤ｋ≤ｒ，使ｓｋ１＋ｓｋ２ ≠０．
不妨假设ｓｋ１ ≥ｓｋ２．
　　 如果ｔｋ１≠０，则对Ｇ进行一个从ｖｋ１到ｕ的α２变
换，得到一个仙人掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．如果ｔｋ１ ＝０，
则对Ｇ进行一个从ｖｋ１到ｕ的α３变换，得到一个仙人
掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．２和引理１．３知，总有
Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 情形２　假设对所有的１≤ｊ≤ｒ，都有ｓｊ１＋ｓｊ２＝
０．不失一般性，假设对所有的１≤ｊ≤ｒ，都有ｔｊ１≥ｔｊ２．
　　 情形２．１　 假设ｕ被Ｍ（Ｇ）饱和．
　　 如果存在一个１≤ｋ≤ｒ，使ｔｋ１≥２，则对Ｇ进行
一个从ｖｋ１ 到ｕ的α２ 变换，得到一个仙人掌图Ｇ′∈
Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．２知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选取矛盾．
　　 如果存在一个１≤ｋ≤ｒ，使ｔｋ１＝１且ｔｋ２＝０，
则对Ｇ进行一个从ｖｋ１到ｕ的α３变换，得到一个仙人
掌图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，与Ｇ的选
取矛盾．
　　 上面讨论表明，存在一个正整数１≤ｓ≤ｒ，使得

　　ｔ１１ ＝ｔ１２ ＝ … ＝ｔｓ１＝ｔｓ２＝１，ｔｓ＋１１＝ｔｓ＋２２＝ …

＝
ｔｒ１ ＝ｔｒ２ ＝０，
即ＧＧｓ１．由引理２．２知Ｇｓ－１１ Ｇｓ１ Ｇ．而Ｇｓ－１１ ∈
Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ），于是与Ｇ的选取矛盾．
　　 情形２．２　 假设ｕ不被Ｍ（Ｇ）饱和．
　　 由假设知，一定存在一个１≤ｋ≤ｒ，使ｔｋ１≠０．
对Ｇ进行一个从ｖｋ１到ｕ的α３变换，得到一个仙人掌
图Ｇ′∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）．由引理１．３知Ｇ′Ｇ，这与Ｇ的选
取矛盾．
　　 由上面讨论知δ ＝０．因此，Ｇ  Ｇ１（ｓ０，ｔ０；

０，０，…，
烐烏 烑
０

４ｒ

）Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）．

　　引理２．９［１８］　如果ｉ≤ｒ，Ｑ∈Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ），则ｉ＝
ｒ，ｎ＝２ｒ＋１，Ｑ的每个圈都是三角形，而且Ｑ的每个
边都在某个三角形上．
　　 引理２．１０　 如果ｉ≤ｒ，则Ｄｒ是Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）在偏
序关系  下的唯一最小元．
　　 证明 　 设Ｑ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）是偏序关系  下的一
个极小元，则由引理２．９知，ｉ＝ｒ，ｎ＝２ｒ＋１，Ｑ的每
个圈都是三角形并且Ｑ的每个边都在某个三角形上．
如果Ｑ中存在两个没有公共点的三角形．应用类似引
理２．７情形２的证明方法，得到一个仙人掌图Ｑ′∈
Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ），使得Ｑ′Ｑ，与Ｑ的假设矛盾．由于Ｄｒ是

Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）中两两三角形都有公共点的唯一图，于是Ｑ

Ｄｒ．
　　 由引理２．８和引理２．１０，得到如下结论．
　　 定理２．１（１）如果ｉ≥ｍａｘ｛４，ｒ＋１｝且ｎ≥９，则

Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）是Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）在偏序关系  下的唯一最
小元．
　　（２）如果１≤ｉ≤ｒ，则Ｄｒ是Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）在偏序关
系  下的唯一最小元．
　　 推论２．１（１）如果ｉ≥ｍａｘ｛４，ｒ＋１｝且ｎ≥９，则
对Ｇ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）都有

　　ＬＥＬ（Ｇ）≥ＬＥＬ（Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）），
等号成立当且仅当ＧＣ（ｎ，ｉ，ｒ）．
　　（２）如果１≤ｉ≤ｒ，则对Ｇ ∈Ｃ（ｎ，ｉ，ｒ）都有

ＬＥＬ（Ｇ）≥ＬＥＬ（Ｄｒ），等号成立当且仅当ＧＤｒ．
　　 推论２．２　 设ｒ≥１且ｎ≥９．
　　（１）若ｎ≠２ｒ＋１，则Ｇ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）是Ｃ（ｎ，ｒ）在
偏序关系  下的唯一最小元．
　　（２）若ｎ＝２ｒ＋１，则Ｄｒ是Ｃ（ｎ，ｒ）在偏序关系
下的唯一最小元．
　　 证明（１）令Ｑ∈Ｃ（ｎ，ｒ）并且记Ｑ的匹配数为ｉ，
则由ｎ≠２ｒ＋１和引理２．９知ｉ≥ｒ＋１．由定理

２．１（１）知

　　ｃｋ（Ｑ）≥ｃｋ（Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）），ｋ＝０，１，…，ｎ．
　　如果ｉ≥ｒ＋２，则对Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）中长为２的悬挂路
上的非悬挂边反复应用α４变换，直到所有长为２的悬
挂路都变成悬挂边为止，最后得到的图为Ｇ（ｎ，ｒ＋１，

ｒ）．由引理１．４（２）得Ｇ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）Ｇ（ｎ，ｉ，ｒ）．
　　 由上面讨论知，对所有的ｋ＝０，１，…，ｎ，ｃｋ（Ｑ）

≥ｃｋ（Ｇ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）），并且等号对所有的ｋ＝０，１，…，

ｎ成立，当且仅当ＱＧ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）．因此，Ｇ（ｎ，ｒ＋１，

ｒ）是Ｃ（ｎ，ｒ）在偏序关系  下的唯一最小元．
　　（２）令Ｑ∈Ｃ（ｎ，ｒ）并且记Ｑ的匹配数为ｉ．如果

ｉ≥ｒ＋１，则ｎ≥２ｉ≥２ｒ＋２，与ｎ＝２ｒ＋１矛盾．因
此ｉ≤ｒ．由引理２．９知ｉ＝ｒ，从而Ｃ（ｎ，ｒ）＝Ｃ（ｎ，ｉ，

８２２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．３，Ａｕｇｕｓｔ　２０１２



ｒ）．于是由定理２．１（２）知，Ｄｒ是Ｃ（ｎ，ｒ）在偏序关系

 下的唯一最小元．
　　 推论２．３　 设ｒ≥１且ｎ≥９．
　　（１）如果ｎ≠２ｒ＋１，则对Ｇ ∈Ｃ（ｎ，ｒ）都有

ＬＥＬ（Ｇ）≥ＬＥＬ（Ｇ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）），等号成立当且仅当

ＧＧ（ｎ，ｒ＋１，ｒ）．
　　（２）如果ｎ＝２ｒ＋１，则对Ｇ ∈Ｃ（ｎ，ｒ）都有

ＬＥＬ（Ｇ）≥ＬＥＬ（Ｄｒ），等号成立当且仅当ＧＤｒ．
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我国发现迄今最早真双子叶被子植物化石

　　最近在我国辽宁凌源早白垩世义县组中部首次发现迄今最早的真双子叶被子植物大化石，时代距今约

１．２４亿年。这一古老的真双子叶植物非常接近现生的毛茛科，是我国乃至全球迄今最早的与现生被子植物有
直接系统演化联系的被子植物化石。真双子叶植物（Ｅｕｄｉｃｏｔｓ）是被子植物的主要分支之一，以具有三沟型花
粉为特征，全世界现有２５万种左右，约占整个被子植物的７５％；人们平时常见的槭树、柞树以及毛茛科等都是
真双子叶植物。本次发现的真双子叶植物化石保存完好，其簇生的单叶呈三裂状、基部中脉为复出掌状脉，二
级脉羽状，扁平的花托顶生在伸长的花梗上，其上着生５枚狭长形的假合生心皮（果），上述形态特征与现生的
毛茛科植物基本一致。由于早期真双子叶植物的化石十分罕见，以往科学界对真双子叶植物的早期类群及其
祖先所知甚少。本次发现的真双子叶化石是有关我国早期真双子叶植物化石的首次报道，它填补了我国早白
垩世早中期真双子叶植物大化石记录的空白。真双子叶化石的发现不仅丰富了我国著名的“热河生物群”的早
期被子植物的组成内容，而且进一步证实了真双子叶植物的基部分支在距今至少１．２４亿年前的早白垩世已经
出现，这对深入研究被子植物的早期分异及多样性的发生等具有十分重要的意义。

（据科学时报）
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