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摘要：基于区域的正四边形剖分，用有限体积法构造散度方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的离散解，给出离散解和古典解的

误差估计并证明离散解在Ｌ２?空间内收敛于其准确解．
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　　很多学者都曾把限体积法作为偏微分方程的一
种离散解法［１～４］．Ｄｕｂｅｊｋｏ［４］用有限体积法和圆填充
理论研究Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的离散解，他
们假定的区域是三角剖分．本文探讨单连通区域Ω
上散度方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的离散解，并假定区域
是正则的四边形剖分，而且要求其体积剖分的边垂直
平分其对应的四边形剖分的边，首先，用有限体积法
构造Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题的离散解并证明这些解满足最大
值原理；其次，按照离散Ｈ１ 半范，给出离散解和古典
解的误差估计；最后，由最大值原理和古典与离散Ｈ１

半范之间的关系，证明离散解在Ｌ２?空间内收敛于其
准确解．

１　四边形剖分［１，２，４，５］

　　对任意自然数ｎ，由复形ＳＧｎ 的顶点构成的四边

形网格记为Ｖｎ＝１ｎＺ＋ｉ
１
ｎＺ＝

｛ｚ＝１ｎｋ＋
ｉ
ｎｌ
：（ｋ，

ｌ）∈Ｚ×Ｚ｝，ｚ，［ ］ｚ′ 的边长满足｜ｚ－ｚ′｜＝ １ｎ
，ｚ，ｚ′

∈Ｖｎ，Ｚ?复形是指四边形｛ｚ＋ｘ＋ｉｙ：ｘ，ｙ∈［０，ε］，

ｚ∈Ｖｎ｝，详见图１．其中，实线和虚线分别表示四边形

剖分ＳＧｎ和体积?四边形剖分ＳＧｎ＋１＋ｉ２ｎ
，区域Ω的

边界为闭曲线Ｌ．若ｚ，ｚ′在ＳＧｎ中是相邻的顶点，记为

ｚ～ｚ′．易证｛ＳＧｎ｝是正则的，ＳＧｎ＋１＋ｉ２ｎ
是ＳＧｎ唯一的

体积四边形剖分，而且，｛ＳＧｎ＋１＋ｉ２ｎ
｝也是正则的．

　　 若割分复形簇｛Ｋｎ｝是正则的，则存在常数Ｍ ＞
０，使得对任意ｎ面σ∈Ｋｎ，有

　　ｄｉａｍ
（σ）

ρσ
≤Ｍ，

其中ｄｉａｍ（σ）是面σ的外切直径，ρσ＝ｓｕｐ｛ｄｉａｍ（ｃ）：

ｃ是σ的内接圆｝．
　　 对任意ｎ，用Ｋ＊

ｎ 表示Ｋｎ 的体积复形．它满足：
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对任意面σ∈Ｋｎ，在它的内部存在唯一一点ｚσ，使得
（ａ）点ｚσ是σ的边的垂直投影的交点；（ｂ）若σ与σ′是
相邻的两个面，则连接点ｚσ，ｚσ′构成的线段ｚσｚσ′垂直
相交于σ与σ′的公共边．
　　 若体积复形簇｛Ｋ＊

ｎ ｝是正则的，则｛Ｋｎ｝是正则
的，且存在常数Ｍ＊ ＞０，Ｍ＊＊ ＞０，使得

　　（ｉ）Ｍ＊ ＜
ｅσ

ｄｉｓｔ（ｚσ，σ）
，

　　（ｉｉ） ｄｉａｍ
（σ）

ｄｉｓｔ（ｚσ，σ）≤
Ｍ＊＊，

其中ｎ，σ∈Ｋｎ，ｅσ是σ的任意一条边，ｄｉｓｔ表示距离
函数．
　　 对平面瓗２上的一个单连通区域Ω，令Ｇｎ表示Ω
内ＳＧｎ 的最大子复形，Ｇ＊

ｎ 是其相对应的体积?四边
形剖分．Ｇｎ 的顶点、边及四边形面的集合，分别记为

Ｇ０ｎ，Ｇ１ｎ，Ｇ２ｎ．ＩＧ０ｎ，Ｇ０ｎ 分别表示Ｇｎ 的内部顶点和边界
顶点．Ｇｎ 表示Ｇｎ 的边界．
　　 对任意点ｚ∈ＩＧ０ｎ，用Ｖｚ表示与ｚ有关的体积，
即，以ｚｇ１ｚｇ２，ｚｇ２ｚｇ３，ｚｇ３ｚｇ４，ｚｇ４ｚｇ１ 为边的四边形，其
中ｇｉ，ｉ＝１，２，３，４是Ｇｎ 中以点ｚ为顶点的相继的４
个四边形．若ｚ∈Ｇ０ｎ，则Ｖｚ是以ｚｚ′ｇ１，ｚ

′
ｇ１ｚｇ１，ｚｇ１ｚｇ２，

ｚｇ２ｚ
′
ｇ２
，ｚ′ｇ２ｚ为边的四边形，其中ｇ１，ｇ２是Ｇｎ中以点ｚ

为顶点的相继四边形 （ｇ１，ｇ２ 是边界四边形），

ｚ′ｇ１（ｚ
′
ｇ２
）是ｚｇ１（ｚｇ２）在ｇ１（ｇ２）的边界上的垂直投影．

　　用Ｈｋ（Ω），ｋ≥０表示标准的ｋｔｈＳｏｂｏｌｅｖ空间［６］．
Ｓｏｂｏｌｅｖ范数为

　　‖ｕ‖Ｈｋ（Ω）＝ ∑
｜α｜≤ｋ∫Ω

｜Ｄαｕ｜２ｄ（ ）ｘ
１
２，

半范为

　　｜ｕ｜Ｈｋ（Ω）＝ ∑
｜α｜＝ｋ∫Ω

｜Ｄαｕ｜２ｄ（ ）ｘ
１
２
．

　　 设∑
０（Ｇｎ）是定义在Ｇｎ 顶点上的实数值函数

集合；定义在边ｇ∈Ｇ２ｎ上的连续函数ω：Ｇｎ→Ｒ是线

性的，它的集合记为∑
１（Ｇｎ）．若ω∈∑

０（Ｇｎ），则它

的线性拓展记为ω
∧

∈ ∑
１（Ｇｎ）．

　　设Ｇｎ上ｕ和ω的内积，离散Ｈ０?范数及Ｈ１?范
数分别为

　　 （ｕ，ω）Ｇｎ ＝ ∑
ｚ∈Ｇ０ｎ

ｕ（ｚ）ω（ｚ）｜Ｖｚ｜，‖ｕ‖２０，Ｇｎ ＝

（ｕ，ｕ）Ｇｎ，

　　｜ｕ｜２１，Ｇｎ ＝ ∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

（Ｄｉｊｕ）２｜Ｖｉｊ｜，其中Ｄｉｊｕ ＝

ｕ（ｚｊ）－ｕ（ｚｉ）
｜ｚｉｊ｜

，

　　‖ｕ‖２１，Ｇｎ ＝ ‖ｕ‖
２
０，Ｇｎ ＋｜ｕ｜

２
１，Ｇｎ．

则可以推得结论：

　　｜ｕ｜２１，Ｇｎ ＝
１
２∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚ＊ｉｊ ｜
｜ｚｉｊ｜

｜ｕ（ｚｉ）－ｕ（ｚｊ）｜２．

　　假设｛ＳＧｎ｝是正则的，类似于三角剖分的证明过
程［３，４，７］，可得

　　引理１　令ｕ是∑
１（Ｇｎ）中的任易函数，则存在

一个只依赖于Ｇｎ 和Ｇ＊
ｎ 的正则性常数ｃ，使得

　　 １ｃ｜ｕ｜Ｈ
１（Ｇｎ）≤｜ｕ｜１，Ｇｎ ≤ｃ｜ｕ｜Ｈ１（Ｇｎ）． （１）

图１　四边形网格

Ｆｉｇ．１　Ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ　ｍｅｓｈ

２　离散解的构造

　　 考虑散度方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题

　　
－"（Ａ "ｕ）＝ｆ，Ω，

ｕ＝φ，Ω｛ ，
（２）

其中Ω是Ｒ２内的单连通区域，ｆ（ｚ）为给定的实数值
函 数，φ ∈ Ｃ（Ω）， 矩 阵 方 程 Ａ（ｚ） ＝
ａ１（ｚ） ０
０ ａ２（ｚ

烄

烆

烌

烎）
，ａ（ｚｉ）＞α＞０，ｉ＝１，２．

　　 对定义域为Ｈ２（Ｇｎ）∪ ∑
１（Ｇｎ）∪ ∑

０（Ｇｎ），

值域为ＩＧ０ｎ 上的实数值函数空间，若ω∈Ｈ２（Ｇｎ）∪

∑
１（Ｇｎ），则有

　　ＯＧｎω（ｚ）＝－
１

｜Ｖｚ｜∫Ｖｚ（Ａ "ω）·η


ｄｓ，ｚ∈ＩＧ０ｎ，

其中η

是Ｖｚ 的边界 Ｖｚ 的外法向量．若 ω ∈

∑
０（Ｇｎ），则ＯＧｎω（ｚ）＝ＯＧｎω

∧
（ｚ）．

　　 定义延拓算子 ＯＧｎ 到 珚ＯＧｎ
：若 Ｈ２（Ｇｎ）∪

∑
１（Ｇｎ）∪∑

０（Ｇｎ）→∑
０（Ｇｎ），则

　　
Ｏ
－

Ｇｎω（ｚ）＝ＯＧｎω（ｚ），ｚ∈ＩＧ
０
ｎ，

Ｏ
－

Ｇｎω（ｚ）＝０，ｚ∈Ｇ
０
ｎ

烅
烄

烆 ．
　　 令ｕ是（２）式的古典解，则其对应的离散问题定
义：存在ω∈Ｇ０ｎ →Ｒ，使

　　
ＯＧｎω（ｚ）＝ｆＧｎ（ｚ），ｚ∈ＩＧ

０
ｎ，

ω（ｚ）＝φ（ｚ），ｚ∈Ｇ
０
ｎ

烅
烄

烆 ，
（３）

０１２ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．１９Ｎｏ．３，Ａｕｇｕｓｔ　２０１２



其中ｆＧｎ（ｚ）＝
１

｜Ｖｚ｜∫Ｖｚｆｄｘ．
　　 因为η


是平行于坐标轴的，不失一般性，假设η



平行于ｘ轴，即η


＝（）１０ ．若ｆ（Ｇｎ，φ）∈Ｒ｜ＩＧ０ｎ｜＋｜Ｇ０ｎ｜，则
由（３）式得

　　

１
｜Ｖｚｉｊ｜∑ｚｊｚｉ

ω（ｚｉ）－ω（ｚｊ）
｜ｚｉｊ｜ ∫ｚ＊ｉｊａ１（ｚ）ｄｓ＝ｆＧｎ（ｚｉ），

　　ｚｉ∈ＩＧ０ｎ，

ω（ｚｉ）＝φ（ｚｉ），ｚｉ∈Ｇ
０
ｎ

烅

烄

烆 ．
（４）

　　引理２　（最大值原理）若ｆＧｎ ≥０，则（４）式的解

ω在Ｇ０ｎ 上取得最小值．特别地，若φ≥０，则ω≥０．
　　 证明　因为ｆＧｎ ≥０，ａ（ｚｉ）＞α＞０，那么由（４）
式知，若ω在其内部顶点处取得最小值，则ω必定是
常数，产生矛盾．因此ω必在Ｇ０ｎ 上取得最小值．

３　离散解的误差估计和Ｌ２?收敛性

　　 定理１　 假设ｕ∈Ｈ２（Ω）是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题（２）
的古典解，｛Ｇｎ｝和｛Ｇ＊

ｎ ｝分别表示Ω的四边形剖分与
其对应的体积四边形剖分．在Ｇｎ 中，用ｕｎ 表示下面
方程的离散解，

　　
ＯＧｎω（ｚ）＝ｆＧｎ（ｚ），ｚ∈ＩＧ

０
ｎ，

ω（ｚ）＝ｕ（ｚ），ｚ∈Ｇ０ｎ
烅
烄

烆 ．
则｜ｕ－ｕｎ｜１，Ｇｎ ≤ｃε｜ｕ｜Ｈ２（Ω），其中ｃ是一个只依赖
于｛Ｇｎ｝和｛Ｇ＊

ｎ ｝的常数．

　　证明　令ｚｉｊ＝ｇ∩ｇ′，ｚ＊ｉｊ ＝ｚｇｚｇ′，其中ｇ～ｇ′，

则对ω∈∑
０（Ｇｎ），有

　　（Ｏ
－

ω，ω）Ｇｎ ＝ ∑
ｚｉ∈Ｇｎ

Ｏ
－

ωω｜Ｖｚ｜＝

∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

（ω（ｚｉ）－ω（ｚｊ））２

｜ｚｉｊ）｜ ∫ｚ＊ｉｊａ１（ｚ）ｄｓ＝

∑
ｚｉ∈ＩＧ

０
ｎ

ω（ｚｉ）（∑
ｚｊ～ｚｉ

－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ω
∧
）·η

→

ｄｓ）＝

∑
ｚｉ∈ＩＧ

０
ｎ

ω（ｚｉ）（∑
ｚｊ～ｚｉ

ω（ｚｉ）－ω（ｚｊ）
｜ｚｉｊ｜ ∫ｚ＊ｉｊａ１（ｚ）ｄｓ）≥

α∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚ＊ｉｊ ｜
｜ｚｉｊ｜

（ω（ｚｉ）－ω（ｚｊ））２ ＝２α｜ω｜２１，Ｇｎ．

　　 由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理［６，７］知，ｕ∈Ｃ（Ω）．又因为ｕ

∈Ｈ２（Ω），令ｅｎ ＝ｕ－ｕｎ，ｅｎＩ ＝ｕ－ｕｎＩ，其中，ｕｎＩ ＝ｕ
∧

｜Ｇ０ｎ，那么ｕ
ｎ
Ｉ是ｕｎ在Ｇｎ上的线性延拓．则由离散解的

构造及Ｇ０ｎ 上ｕｎ ＝ｕｎＩ，得

　　２α｜ｅｎ｜２１，Ｇｎ ≤ （Ｏ
－

ｅｎ，ｅｎ）＝ ∑
ｚｉ∈Ｇｎ

Ｏ
－

ｅｎｅｎ｜Ｖｚ｜＝

∑
ｚｉ∈ＩＧ

０
ｎ

ｅｎ（ｚｉ）（∑
ｚｊ～ｚｉ

－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ）＝

∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

（ｅｎ（ｚｊ）－ｅｎ（ｚｉ））（－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ）≤

（∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚ＊ｉｊ ｜
｜ｚｉｊ｜

（ｅｎ（ｚｊ）－ｅｎ（ｚｉ））２）
１
２·

（∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚｉｊ｜
｜ｚ＊ｉｊ ｜

（－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ）２）
１
２ ＝

槡２｜ｅｎ｜１，Ｇｎ（∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚｉｊ｜
｜ｚ＊ｉｊ ｜

（－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ）２）
１
２．

由于

　　｜ｅｎ｜１，Ｇｎ ≤
１
α槡２

（∑
ｚｉｊ∈Ｇ

１
ｎ

｜ｚｉｊ｜
｜ｚ＊ｉｊ ｜

·

（－∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ）２）
１
２， （５）

再类似于文献［２］中引理３可得

　　｜∫ｚ＊ｉｊ （Ａ "ｅｎＩ）·η
→

ｄｓ｜≤

ｃ｜ｚｉｊ｜
５
２｜ｚ＊ｉｊ ｜

１
２ρ－

２
ｉｊ ｜ｕ｜Ｈ２（Ω）， （６）

其中，ρｉｊ ＝ｍｉｎ｛ｉｎ（Δｚｇｚ
′
ｇｚｉ），ｉｎ（Δｚｇｚ′ｇｚｊ）｝．因此，由

（５）式和（６）式得

　　｜ｕ－ｕｎ｜１，Ｇｎ ＝｜ｅｎ｜１，Ｇｎ ≤ｃε｜ｕ｜Ｈ２（Ω），
其中ｃ是只依赖于｛Ｇｎ｝和｛Ｇ＊

ｎ ｝的正则性的常数．
　　假设Ω是若当区域，φ是Ω上的连续函数，Ω上

存在一个邻域Ωε∈Ω，而且构造的连续函数φ
－
：Ωε ∈

Ω→ 瓗，在Ω上使φ
－

＝φ．
　　若Ｇ是以若当曲线为边界的四边形剖分，且Ｇ
Ω，ＧΩε∩Ω，那么存在其相应的体积四边形剖
分Ｇ＊．通过如下方程定义上述连续问题的近似解

ｕＧ，

　　
ＯＧｕＧ（ｚ）＝ｆＧ（ｚ），ｚ∈ＩＧ０，

ｕＧ（ｚ）＝φ
－
（ｚ），ｚ∈Ｇ０

烅
烄

烆 ．
（７）

　　 定理２　 令Ω 是Ｃ２?边界的若当区域，φ ∈

Ｃ（Ω），ｆ∈Ｌ２（Ω）．假设φ
－
是φ在Ω某一邻域上的连

续延拓，ｕ表示Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题（２）的解，｛Ｇｎ｝和｛Ｇ＊
ｎ ｝

如第１节中的定义．对任意ｎ，再令ｕｎ 是Ｇｎ 上（７）式
的离散解，则 ‖ｕ－ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ）＝０．

　　 证明 　 设存在ε＞０，ψ∈Ｃ
!（Ω），使｜φ－ψ

｜!，Ω ＜ε．记珘ｕ是满足边界条件ψ的（２）式的解，珘ｕ
ｎ
Ｉ表

示Ｇｎ 上珘ｕ的线性扩展，即珘ｕｎＩ：＝珘ｕ｜Ｇ０ｎ．另外，在Ｇｎ上
（７）式满足边界条件珘ｕ｜Ｇ０ｎ 的解记为珘ｕｎ，则

　　‖ｕ－ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ） ≤ ‖ｕ－珘ｕ‖Ｌ２（Ｇｎ） ＋ ‖珘ｕ －
珘ｕｎＩ‖Ｌ２（Ｇｎ）＋‖珘ｕ

ｎ
Ｉ－珘ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ）＋‖珘ｕｎ－ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ）．

（８）
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　　 假设Ω是光滑的，对（８）式右边进行误差估计．
由文献［７］中定理８．１２及Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式得

　　‖ω‖Ｌ２（Ω）≤ ｜Ω｜槡π ｜ω｜Ｈ１（Ω）．

　　 因为在Ｇｎ上‖珘ｕｎＩ－珘ｕｎ‖＝０，再由Ｐｏｉｎｃａｒｅ不
等式，定理１及（１）式得

　　‖珘ｕｎＩ－珘ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ）≤
｜Ｇｎ｜槡π ｜珘ｕｎＩ－珘ｕｎ｜Ｈ１（Ω）≤

｜Ω｜槡π ｜珘ｕｎＩ－珘ｕｎ｜１，Ｇｎ ≤
｜Ω｜槡π ε｜珘ｕ｜Ｈ２（Ω）． （９）

　　 又因为Ｃ２（Ω），由文献［７］中定理９．３０知，ｕ，珘ｕ

∈Ｃ（Ω）．而ｕ－珘ｕ是调和函数，因此｜ｕ－珘ｕ｜!，Ω ≤
｜ｕ－珘ｕ｜!，Ω ≤ε，则

　　‖ｕ－珘ｕ‖Ｌ２（Ｇｎ）≤ ‖ｕ－珘ｕ‖Ｌ２（Ω）≤ ｜Ω槡 ｜ε．

（１０）

　　由珘ｕｎ和ｕｎ的定义及｜ｕ－珘ｕ｜!，Ω≤ε，对任意的ｎ，
有｜珘ｕｎ－ｕｎ｜!，Ｇｎ ≤２ε．再由引理２得｜珘ｕｎ－ｕｎ｜!，Ｇｎ

≤２ε，因此

　　‖珘ｕｎ－ｕｎ‖Ｌ２（Ｇｎ）≤２ε ｜Ω槡 ｜． （１１）

其中ｎ足够大．最后，由珘ｕ∈Ｈ２（Ω）［１］得

　　ｌｉｍ
ｎ→!
‖珘ｕ－珘ｕｎＩ‖Ｌ２（Ｇｎ）＝０． （１２）

结合（８）～（１２）式知定理２成立．
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我国科研人员攻破木基复合材料易燃发烟难题

　　传统的木材复合加工产品，由于木基易燃冒烟、甲醛污染、室外耐候性差、易开裂和木材资源综合利用程度
不高，存在安全隐患、健康环保和产品附加值不高等方面的问题。最近，我国科研人员以 ＮＣＩＡＤＨ不燃胶黏
剂制备技术、ＮＳＣＦＲ阻燃剂制备技术、无烟不燃木基复合材料增强阻燃层制备等技术成果为基础，分别成功
研发出具有不同功能的无烟不燃家具装饰木基复合材、地板木基复合材、墙体木基复合材和结构工程用木基复
合材。其中，ＮＳＣＦＲ高效阻燃剂是以在国内外首次发现和利用的一种具有高效阻燃抑烟性能的无机矿物质
为主要成分，经超细化后，与钼酸锌等微纳米级具有催化抑烟杀菌减毒功能的组分进行复配，产生高效协同效
应；ＮＣＩＡＤＨ不燃胶黏剂制备技术，实现了木基复合材料具有阻燃、无甲醛释放、耐水、抗潮湿和高胶合强度等
特性；木基复合材料增强阻燃层制备技术，是以木竹材料、农作物剩余物与无机矿石为主要原料，加入不燃胶黏
剂，并辅以适量阻燃剂。科研人员根据原料的结构形态特性和产品应用特点进行结构设计，优化形成粉末、刨
花、纤维、网状４种坯体结构，采用模压冷固化技术，制备出在１０００℃明火下５ｈ内高阻燃抑烟性能的结构单
元，实现后续生产的规格化、标准化和模块化。该项技术解决了长期困扰木材工业中木材与无机材料界面不相
融合的技术难题，首次研发出木基复合材料增强阻燃层制备技术，具有重大技术创新，产业化程度高，整体达到
国际先进水平，从根本上解决了木基复合材料易燃发烟、甲醛污染等危害人居环境安全的国际性难题，实现了
木材加工领域的重大科技创新与突破。

（据科学网）
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