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摘要: 在复合 LINEX 对称损失函数下，给出 Poisson 分布参数 λ 的 Bayes 估计及 E-Bayes 估计，并通过数值模拟验

证 Bayes 估计及 E-Bayes 估计的合理性及优越性．
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Abstract: The Bayesian estimation and E-Bayesian estimation for parameters of Poisson distribution
were studied mainly in the composite LINEX loss of symmetry，and their rationality and superiority were
verified through numerical analysis．
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Poisson 分布是概率论中一种重要离散分布，适

合于描述单位时间 ( 或空间) 内随机事件发生的次

数，在实际生活中有着广泛的应用． 例如，如某一服务

设施在一定时间内到达的人数、电话交换机接到呼叫

的次数、汽车站台的候客人数、机器出现的故障数、自
然灾害发生的次数、一块产品上的缺陷数、显微镜下

单位分区内的细菌分布数等等都可以用 Poisson 分布

来描述． 对 Poisson 分布的研究不仅可以提高工作效

率，而且可以提高经济效益． 国内外对 Poisson 分布已

有一定的研究，李建波等
［1］

经数据模拟和正态分布

比较后，验证了 Lenth 方法对服从 Poisson 分布的响

应变量在某些情况下是适用的． 范洪福
［2］

建立一种

服从 Poisson 分布的随机变量的数学模型，并进行推

广． 王德辉等
［3］

研究熵损失下 Poisson 分布参数倒数

的估计． 俆宝等
［4］

研究 Poisson 分布参数倒数在一种

对称损失下的 Bayes 估计． 韦莹莹等
［5］

讨论 Q -对称

熵损失下 Poisson 分布参数倒数的估计问题． 最近，韩

明
［6］

提出了一种新的参数估计方法———E-Bayes 估

计法，并在只有一个失效数据下，研究失效率的 E-
Bayes 估计． 而在复合 LINEX 对称损失函数下张睿

［7］

研究了正态分布及指数分布的参数估计并证明其可

容许性．
本文也在复合 LINEX 对称损失函数下，给出

Poisson 分布参数 λ的 Bayes 估计及 E-Bayes 估计，并

通过数值分析验证该 Bayes 估计及 E-Bayes 估计的合

理性及优良性．

1 参数 λ的 Bayes 估计

设随机变量 X 服从参数 λ 的 Poisson 分布，则其

分布律为

P( X = xi ) = e－λλxi

xi !
，λ ＞ 0． ( 1)

当随机变量 X 服从( 1) 式的 Poisson 分布时，设

( X1，X2，…，Xn ) 为来自总体 X 的容量 n 的随机 i． i． d
样本，( x1，x2，…，xn ) 为其观测值，则其联合密度函数
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为

f( x1，x2，…，xn | λ) = e－nλλT

∏
n

i = 1
xi !

， ( 2)

其中 T =∑
n

i = 1
xi ．

文献［7］提出的复合 LINEX 对称损失函数，其

表达形式为

L( θ，δ) = La( θ，δ) + L－a( θ，δ) = e－a( θ－δ) + ea( θ－δ) －
2，a ＞ 0． ( 3)

事实上由于 L( θ，δ) = e－a( θ－δ) + ea( θ－δ) － 2 ≥

2 ( e－a( θ－δ) ) ( ea( θ－δ)槡 ) － 2 = 0，所以损失函数的函数

值是非负的． 又在( 3) 式中对 δ 求偏导得 L'( θ，δ) =
ae－a( θ－δ) － aea( θ－δ) ． 任取 0 ＜ δ1 ＜ δ2，那么就有

L'( θ，δ1 ) － L'( θ，δ2 ) = a( e－a( θ－δ1) － e－a( θ－δ2) +

ea( θ－δ2) － ea( θ－δ1) ) ＜ 0． ( 4)

即 L'( θ，δ1 ) － L'( θ，δ2 ) ＜ 0，所以对称损失函数 L( θ，

δ) 关于 δ 是严格凸函数．
定 理 1． 1 记 X = ( X1，X2，…，Xn ) ，在 复 合

LINEX 对称损失函数( 3) 下，对任何先验分布 π( λ) ，

λ 的 Bayes 估计为

δ( x) = 1
2a

ln( E( eaλ | X) /E( e－aλ | X) ) ． ( 5)

证明 设 δ( x) 为λ的任一估计，在损失函数( 3)

下，由定义得 δ( x) 的 Bayes 风险为

E［L( λ，δ) ］= E{ E［L( λ，δ) ］| X} =
E{ E［e－a( λ－δ) + ea( λ－δ) － 2］| X} ． ( 6)

( 6) 式左端 E［L( λ，δ) ］表示关于 λ 与样本 X1，X2，

…，Xn的联合分布取期望，所以要求 λ 的 Bayes 解，只

要求极小化 E{ ［e－a( λ－δ) + ea( λ－δ) － 2］| X} 即可． 令

g( δ) = E{ ［e－a( λ－δ) + ea( λ－δ) － 2］| X} =
eaδE( e－aλ | X) + e－aδE( eaλ | X) － 2． ( 7)

对( 7) 式关于 δ 求导并令其等于 0，即

g'( δ) = aeaδE( e－aλ | X) － ae－aδE( eaλ | X) = 0．
( 8)

解得 δ( x) = 1
2a

ln( E( eaλ | X) /E( e－aλ | X) ) ．

事实上由函数 g( δ) 自身的性质知，g( δ) 是严格

凸函数，因为对任取的 0 ＜ δ1 ＜ δ2 有

g'( δ1 ) － g'( δ2 ) = aE( e－aλ | X) ( eaδ1 － eaδ2 ) －

aE( eaλ | X) ( e－aδ1 － e－aδ2 ) ＜ 0． ( 9)

所以函数 g( δ) 是关于 δ 的严格凸函数． 从而 δ( x) 是

函数 g( δ) 唯一的极小值点，所以 λ 的 Bayes 解为

δ( x) = 1
2a

ln( E( eaλ | X) /E( e－aλ | X) ) ．

选取 Γ( α，β) 为 Poisson 分布参数 λ 的先验分

布，则先验分布的密度函数为

π( λ; α，β) = Γ( α，β) = βα

Γ( α)
λα－1e－βλ，α ＞ 0，β ＞

0，λ ＞ 0． ( 10)

由 Bayes 公式得参数 λ 的后验密度为

H( λ | x) = f( x1，x2，…，xn | λ) π( λ; α，β)

∫
∞

0
f( x1，x2，…，xn | λ) π( λ; α，β) dλ

=

e－ ( n+β) λλT+α－1

∫
∞

0
e－ ( n+β) λλT+α－1dλ

=

e－ ( n+β) λλT+α－1( n + β) T+α

∫
∞

0
e－ ( n+β) λ［λ( n + β) ］T+α－1d［λ( n + β) ］

=

( n + β) T+αe－ ( n+β) λλT+α－1

Γ( T + α)
． ( 11)

定理 1． 2 在复合 LINEX 对称损失函数( 3) 下，

对于先验分布为 Γ ( α，β) ，Poisson 分 布 参 数 λ 的

Bayes 估计为

δB( x) = T + α
2a

ln( n + β + a
n + β － a

) ．

证明 由( 11) 式可得 e－aλ 及 eaλ 的条件期望分别为

E( e－aλ | X) = ∫
∞

0
e－aλH( λ | x) dλ =

( n + β) T+α

Γ( T + α) ∫
∞

0
λT+α－1e－ ( n+β+a) λdλ =

( n + β) T+α

Γ( T + α) ( n + β + a) T+α∫
∞

0
［λ( n +

β + a) ］T+α－1e－ ( n+β+a) λd［λ( n + β + a) ］=
( n + β) T+α

Γ( T + α)
Γ( T + α)

( n + β + a) T+α
= ( n + β

n + β + a
) T+α， ( 12)

E( eaλ | X) = ∫
∞

0
eaλH( λ | x) dλ =

( n + β) T+α

Γ( T + α) ∫
∞

0
λT+α－1e－ ( n+β－a) λdλ =

( n + β) T+α

Γ( T + α) ( n + β － a) T+α∫
∞

0
［λ( n +

β － a) ］T+α－1e－ ( n+β－a) λd［λ( n + β － a) ］=
( n + β) T+α

Γ( T + α)
Γ( T + α)

( n + β － a) T+α
= ( n + β

n + β － a
) T+α ． ( 13)

故由定理 1． 1 得 Poisson 分布参数 λ的 Bayes 估计为

δB( x) = T + α
2a

ln( n + β + a
n + β － a

) ．

由于复合 LINEX 对称损失函数是严格的凸函

数，所以在此损失函数下的 Bayes 估计也是唯一的，
则由文献［8］可知该 Bayes 估计是可容许的．

2 参数 λ的 E-Bayes 估计

定义 2． 1［6，9］
若 δ( α，β) 是参数 λ 的 Bayes 估
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计，含有超参数 α，β，并且 δ( α，β) 是连续的，则称

δE( x) = ∫
D
∫δ( α，β) π( α，β) dαdβ ( 14)

为参 数 λ 的 E -Bayes 估 计，其 中 ∫
D
∫δ( α，β) π( α，

β) dαdβ ＜ ∞，D 是 α 和 β 的可能取值范围组成的集

合，π( α，β) 是 α 和 β 在 D 上的密度函数．
定理1． 2 求出参数λ 的 Bayes 估计 δB( x) 的表达

式中含有超参数 α，β，在没有历史经验的情况下，参

数 α，β 还是未知的变量． 在此通常把超参数 α，β 看成

是随机变量，再根据具体的情况选择适当的先验分

布，我们根据 Poisson 分布的性质，采用减函数法
［10］

来确定超参数数 α，β 的先验分布．
根据Γ( α，β) 函数的性质并结合Γ( α，β) 函数的

图像( 图 1) 可知，Γ( α，β) 函数一般有两种情况:

( i) 当 β ＞ 0，α ＞ 1 时，Γ( α，β) 函数图像是单

峰曲线;

( ii) 当 β ＞ 0，0 ＜ α ＜ 1 时，Γ( α，β) 函数图像是

单调递减;

由此可知，当0 ＜ α ＜ 1，β ＞ 0 时，此函数关于参

数 θ 为减函数． 所以先验分布可以采取均匀分布，即

π( α) = U( 0，1) ，π( β) = U( 0，c) ． ( 15)

从稳健性的角度考虑，为了保证 Bayes 估计的稳健

性，这里的 c 应该有一个界限．

图 1 Γ ( α，β) 分布的密度函数

Fig． 1 Density function image of the Γ ( α，β)

在确定好超参数 α，β 的先验分布后，就可以运用

参数 E-Bayes 估计的定义来求出 Poisson 分布参数 λ
的 E-Bayes 估计．

定理 2． 1 对于 Poisson 分布，若参数 λ 的先验

密 度 函 数 π( λ; α，β) 为 Γ 分 布 Γ( α，β) =
βα

Γ( α)
λα－1e－β λ，超参数 α，β 的先验分布为 D 上的均匀

分布，则 λ 的 E-Bayes 估计为

δE( x) = 2T + 1
4ac

( f( n，a，c) － g( n，a) － f1( n，a，c)

+ g1( n，a) ) ．
其中 f( n，a，c) = ( n + a + c) ln( n + a + c) ，f1( n，a，c)
= ( n + c － a) ln( n + c － a) ，g( n，a) = ( n + a) ln( n +
a) ，g1( n，a) = ( n － a) ln( n － a) ．

证明 由 E-Bayes 的定义得

δE( x) = ∫
D
∫ δB( x) π( α，β) dαdβ =

∫
1

0∫
c

0

1
c

T + α
2a

ln( n + β + a
n + β － a

) dαdβ =

1
2ac∫

c

0
ln( n + β + a

n + β － a
) ∫

1

0
( T + α) dαdβ =

2T + 1
4ac ∫

c

0
ln( n + β + a

n + β － a
) dβ = 2T + 1

4ac ∫
c

0
ln( n +

β + a) － ln( T + β － a) dβ =
2T + 1
4ac

［∫
n+a+c

n+a
lnxdx － ∫

n－a+c

n－a
lnxdx］= 2T + 1

4ac
［( n +

a + c) ln( n + a + c) － ( n + a) ln( n + a) － ( n + c －
a) ln( n + c － a) + ( n － a) ln( n － a) ］=
2T + 1
4ac

( f( n，a，c) － g( n，a) － f1( n，a，c) +

g1( n，a) ) ．
其中 f( n，a，c) = ( n + a + c) ln( n + a + c) ，f1( n，a，c)
= ( n + c － a) ln( n + c － a) ，g( n，a) = ( n + a) ln( n +
a) ，g1( n，a) = ( n － a) ln( n － a) ． 即参数 λ 的 E-Bayes
估计为

δE( x) = 2T + 1
4ac

( f( n，a，c) － g( n，a) － f1( n，a，c)

+ g1( n，a) ) ．

3 数值模拟

已知某细胞单位所含白血球的个数服从 Poisson
分布，对 1008 个细胞单位进行观察，用 k 表示细胞单

位含白血球的个数，nk 表示 1008 个观测单位中，含 k
个白血球的细胞单位个数． 白血球分布数据为 n0 =
64，n1 = 171，n2 = 239，n3 = 220，n4 = 155，n5 = 83，n6 =
46，n7 = 20，n8 = 6，n9 = 3，n10 = 0，n11 = 1．

根据这些数据用第 1，2 节所给出的参数 λ 的

Bayes 估计及 E-Bayes 估计，估计出白血球所服从的

Poisson 分布的参数 λ． 取 a =2，计算结果见表 1 和表

2． 从表 1 和表 2 可以看出参数 λ 的 Bayes 估计与 E-
Bayes 估计比较接近．

为了进行参数 λ的 Bayes 估计与 E-Bayes 估计精

确度的比较，用 R 软件进行模拟． 对 n =50 产生 5000
个 Poisson 分布的随机次序样本，分别求出参数 λ 的

Bayes 估计与 E-Bayes 估计． 从偏差大小的角度去比

较参数 λ 的 Bayes 估计与 E-Bayes 估计． 参数真值取

λ =1． 36． 模拟结果见表 3 和表 4:
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表 1 参数 λ的 Bayes 估计

Table 1 Bayesian estimation of poisson distribution parameters

α
δB( x)

β = 0． 5 β = 1 β = 2 β = 3． 5 β = 4 β = 5． 5 β = 7 β = 8
ΔδB

0． 1 2． 8221 2． 8207 2． 8179 2． 8137 2． 8124 2． 8082 2． 8040 2． 8013 0． 0208
0． 25 2． 8223 2． 8209 2． 8181 2． 8139 2． 8125 2． 8083 2． 8042 2． 8014 0． 0209
0． 4 2． 8224 2． 8210 2． 8182 2． 8140 2． 8127 2． 8085 2． 8043 2． 8016 0． 0208
0． 55 2． 8226 2． 8212 2． 8184 2． 8142 2． 8128 2． 8086 2． 8045 2． 8017 0． 0209
0． 7 2． 8227 2． 8213 2． 8185 2． 8143 2． 8129 2． 8088 2． 8046 2． 8019 0． 0208
0． 8 2． 8228 2． 8214 2． 8186 2． 8144 2． 8130 2． 8089 2． 8047 2． 8020 0． 0208
0． 95 2． 8230 2． 8216 2． 8188 2． 8146 2． 8132 2． 8090 2． 8049 2． 8021 0． 0209
ΔδB 0． 0009 0． 0009 0． 0009 0． 0009 0． 0008 0． 0008 0． 0009 0． 0008 0． 0001

表 2 参数 λ的 E-Bayes 估计

Table 2 E-Bayesian estimation of poisson distribution parameters

δE( x)

c = 0． 5 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8
ΔδE( x)

2． 8232 2． 8225 2． 8221 2． 8197 2． 8183 2． 8169 2． 8155 2． 8142 2． 8128 0． 0097

表 3 模拟后参数 λ的 Bayes 估计

Table 3 Simulation of Bayesian estimation of poisson distri-
bution parameters

α
δB( x)

β = 0． 5 β = 1 β = 3． 5 β = 4． 5 β = 6
ΔδB

0． 1 1． 4312 1． 4200 1． 3667 1． 3467 1． 3178 0． 1134
0． 25 1． 4343 1． 4230 1． 3697 1． 3495 1． 3206 0． 1137
0． 4 1． 4373 1． 4261 1． 3726 1． 3524 1． 3234 0． 1139
0． 55 1． 4404 1． 4291 1． 3755 1． 3553 1． 3262 0． 1142
0． 7 1． 4435 1． 4321 1． 3784 1． 3582 1． 3290 0． 1145
0． 8 1． 4455 1． 4342 1． 3804 1． 3601 1． 3309 0． 1146
ΔδB 0． 0143 0． 0142 0． 0137 0． 0134 0． 0131 0． 0012

表 4 模拟后参数 λ的 E-Bayes 估计

Table 4 Simulation of E-Bayesian estimation of poisson dis-
tribution parameters

δE( x)

c = 0． 5 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7
ΔδE

1． 4037 1． 3968 1． 3832 1． 3700 1． 3571 1． 3445 1． 3322 1． 3203 0． 0734

从表 3 可以看出，参数 λ 的 Bayes 估计 δB( x) 的

偏差 ΔδB =| δB( x) － δ0 | ，δ0 = 1． 36，ΔδB ∈［0. 0422，

0． 0855］． 而从表4 分析结果看，参数 λ的 E -Bayes 估

计 δE( x) 的偏差ΔδE =| δE( x) － δ0 | ，δ0 = 1． 36，ΔδB∈
［0． 0397，0． 0437］． 由于估计中超参数对估计值有一

定的影响，所以，只有在一定的条件下，参数 λ 的 E-
Bayes 估计比参数 λ的 Bayes 估计精确度更高．

综合表 1 到表 4 得出结论:

( 1) 参数 λ 的 Bayes 估计很稳健，横向极差最大

只有 0． 0209( 表 1) ，而纵向极差最大也仅有 0． 0009．
而模拟后参数 λ 的 Bayes 估计的估计值的极差最大

也只是 0． 1164( 表 3) ． 所以 λ 的 Bayes 估计都符合统

计决策的稳健性．

( 2 ) 参数 λ 的 E-Bayes 估计的极差分别为 0．
0097( 表 2) 和 0． 0734( 表 4) ． 从统计决策的稳健性的

角度分析，参数 λ 的 E-Bayes 估计很稳健．
总之，本文给出的参数 λ 的 Bayes 估计及 E-

Bayes 估计是合理可行的． 此外在一定的条件下，参

数 λ 的 E-Bayes 估计比 Bayes 估计稳健性更强，精确

度更高，即在一定条件下，参数 λ 的 E-Bayes 估计比

Bayes 估计优良性更好．
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