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四个函数方程的一般解
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摘要: 通过代换和赋值等分析方法，得出 4 个函数方程的一般解．
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Abstract: Some two-variable functional equations were studied by means of analysis methods such as
replacement，valuation and so on． The general solutions of four function equations were given．
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函数方程一直受到广泛关注，已成为当今数学研

究的一个十分重要的课题
［1］． 它是一个历史悠久、内

容丰富并有广泛应用的数学分支，数学的许多领域包

括微分方程、动力系统、泛函分析、代数学、几何学、拓
扑学、概率论等都涉及函数方程问题; 计算机科学中

的迭代理论和方法也涉及函数方程问题; 航空技术、
遥感技术、经济学理论、心理学理论等诸多方面也提

出了许多函数方程模型． 有关函数方程问题的研究，

已取得了一些的成果
［2 ～ 5］． 最近吴伟朝在文献［6］和

文献［7］中分别提出了 11 个和 4 个相关的函数方程

问题． 本文就其中的 4 个函数方程进行了研究，得到

了这几个函数方程的一般解． 函数方程的基本思想、
基本方法和基本问题本文不再详细介绍，具体可以参

考文献［1，8］．

1 定义及引理

定义 1( 导数) 设函数 y = f( x) 在 x0 的某邻域内

有定义，若极限lim
x→x0

f( x) － f( x0 )

x － x0
存在，则称函数 f 在

点 x0 处可导，并称该极限为 f 在点 x0 处的导数，记作

f'( x0 ) ．
R→ R 可微函数的全体常记为 C'( R，R) ．
引理 1［6］

对于函数 f: R→ R，若任意 x，y∈ R 的

都有

f( x + f( y) + yf( x) ) = y + f( x) + xf( y) ，则唯一

的函数解是 f( x) = x，x∈ R．
引理 2［7］

对于函数 f: R→ R，若任意 x，y∈ R 的

都有 f( x2 + y + f( y) ) = 2y + ( f( x) ) 2，则唯一的函数

解是 f( x) = x，x∈ R．

2 主要结果

定理 1 对于 C'( R，R) 函数 f( x) ，若对任何的

x，y∈ R 都有

f( x + xf( y) ) = f( x) + xf( y) ． ( 1)

则函数方程( 1) 的一般解为 f( x) = 0 或 f( x) = x + c、
c 为任意常数．

证明 由( 1) 式有

f( x + xf( y) ) = f( x) + xf( y) + x － x． ( 2)

令 t = x + xf( y) ，则有

f( t) = t + f( x) － x． ( 3)

若 t = x，由( 3) 式易推出 xf( y) = 0． 由 x 的任意性，有

f( x) = 0．
再讨论 t≠ x 的情况． 由( 2) 式可得

f( t) － f( x)
t － x

= 1，t≠ x． ( 4)
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等式两边取极限，则有lim
t→x

f( t) － f( x)
t － x

= 1，即 f'( x) =

1． 由此可知 f( x) = x + c，c 为任意常数．
因此，函数方程( 1) 的一般解为 f( x) = 0 及 f( x)

= x + c，c 为任意常数．
定理 2 对于 C'( R，R) 函数 f( x) ，若对任何的

x，y∈ R 都有

f( x + f( x) + xf( y) ) = 2f( x) + xf( y) ． ( 5)

则函数方程( 5) 的一般解为 f( x) = 0 或 f( x) = x + c，
c 为任意常数．

证明 由( 5) 式知

f( x + f( x) + xf( y) ) = 2f( x) + xf( y) = x + f( x)

+ xf( y) + f( x) － x． ( 6)

在( 6) 式中，令 v = x + f( x) + xf( y) ，得

f( v) = v + f( x) － x． ( 7)

若 v = x，由( 7 ) 式可推出 f( x) + xf( y) = 0 ． 再令

x = y，则有 ( 1 + x) f( x) = 0，由 x 的任意性，故

有 f( x) = 0 ．
再讨论 v≠ x 的情况． 由( 7) 式可知

f( v) － f( x)
v － x

= 1，v≠ x． ( 8)

对( 8) 式两边取极限，有

lim
v→x

f( v) － f( x)
v － x

= 1，

即 f'( x) = 1． 由此可知

f( x) = x + c，c 为任意常数．
所以，函数方程( 5) 的一般解为 f( x) = 0 及 f( x) = x +
c，c 为任意常数．

定理 3 对于 C'( R，R) 函数 f( x) ，若对任何的

x，y∈ R 都有

f( 2x + xf( y) ) = x + f( x) + xf( y) ． ( 9)

则函数方程( 9) 的一般解为 f( x) = － 1 或 f( x) = x + c，
c 为任意常数．

证明 由( 9) 式可知

f( 2x + xf( y) ) = x + f( x) + xf( y) = x + x + xf( y)

+ f( x) － x． ( 10)

在( 10) 式中，令 s = 2x + xf( y) ，则有

f( s) = s + f( x) － x． ( 11)

若 s = x，则( 11) 式为恒等式，且有 x( f( y) + 1) = 0． 令

x = y，则有 x( f( x) + 1) = 0，由于 x 为任意实数，所以

有 f( x) = － 1．
再讨论 s≠ x 的情况． 由( 11) 式可知

f( s) － f( x)
s － x

= 1，s≠ x． ( 12)

等式两边取极限，则有lim
s→x

f( s) － f( x)
s － x

= 1，即 f'( x) =

1． 由此可知 f( x) = x + c，c为任意常数 ． 所以，函数

方程( 9 ) 的解为 f( x) = － 1 及 f( x) = x + c，c 为任

意常数 ．
定理 4 对于 C'( R，R) 函数 f( x) ，若对任何的

x，y∈ R 都有

f( x + f( x) + xf( y) ) = 2x + xf( y) ． ( 13)

则函数方程( 13) 的一般解为 f( x) = x．
证法一:

在( 13) 式中，令 x = 0 则有

f( f( 0) ) = 0． ( 14)

由( 13) 式和( 14) 式，令 x = y = f( 0) ，则有

f( f( 0) + f( f( 0) ) + f( 0) f( f( 0) ) ) = 2f( 0) +
f( 0) f( f( 0) ) ， ( 15)

即 2f( 0) = f( f( 0) ) = 0，所以有

f( 0) = 0． ( 16)

由( 16) 式，并在( 13) 式中令 y = 0，则有

f( x + f( x) ) = 2x． ( 17)

在( 13) 式中，令 x = y = － 1，则有 f( － 1 + f( － 1) + ( －
1) f( － 1) ) = 2 × ( － 1) + ( － 1) f( － 1) ，所以 f( － 1)

= － 2 － f( － 1) ，因此有

f( － 1) = － 1． ( 18)

从而，在( 13) 式中令 y = － 1，有

f( f( x) ) = x． ( 19)

由( 19) 式可知，f( x) 为单射． 这是因为 x1，x2 ∈ R
且 x1 ≠ x2，若 f( x1 ) = f( x2 ) ，由 ( 19) 式可知，x1 =
f( f( x1 ) ) = f( f( x2 ) ) = x2，这与已知的 x1 ≠ x2相矛盾，

所以 f( x1 ) ≠ f( x2 ) ，故 f( x) 为单射．
由( 17) 式和( 19) 式可知

x + f( x) = f( 2x) ． ( 20)

而且( 20) 式可以写成

f( 2x) = x + f( x) = x + f( x) + x － x = 2x + f( x)

－ x． ( 21)

在( 21) 式中令 v = 2x，则有

f( v) = v + f( x) － x． ( 22)

由( 22) 式可知

f( v) － f( x)
v － x

= 1，v≠ x． ( 23)

等式两边取极限，有lim
v→x

f( v) － f( x)
v － x

= 1，即 f'( x) = 1．

由此可知

f( x) = x + c， ( 24)

其中 c 为任意常数． 由( 16) 式和( 24) 式知 f( 0) = 0 +
c = 0，所以 c = 0． 故

f( x) = x． ( 25)

所以，函数方程( 13) 的一般解为 f( x) = x．
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证法二:

类似证法一可知 f( x) 为单射，且 f( f( x) ) = x，

f( 0) = 0． 令 y = f( － f( x)
x

) ，x≠ 0，则有 f( x + f( x) +

xf( f( － f( x)
x

) ) = 2x + xf( f( － f( x)
x

) ) ． 所以有 f( x) =

x．
因此，函数方程的解为 f( x) = x．
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formula( 2． 3) ，it is not difficulty to find B2( δ0 ) = 80
9 π

槡3 a0，c0( δ0 ) = 40
729π

a0 ．

Note that

rank
( B0，B1 )

( a0，a1，a2，a4 )
= 2，

by the lemma 1． 3，there are 2 limit cycles near the cen-
ter C1，and considering the system is Z3 -equivariant ，we
have got 6 limit cycyles，bifurcated from the centers．
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