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摘要: 引入局部凸空间有限严格凸和有限光滑性的概念，建立对偶关系，证明局部凸空间中 ( X Y) 1 的有限严

格凸和有限光滑性既是 Banach 空间有限严格凸和有限光滑性概念在局部凸空间中的推广，又是局部凸空间 k -
严格凸和 k -光滑性的自然推广．
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Abstract: The concept of finite strict convexity and finite smoothness space is introduced into locally
convex space． It is shown that there exists a duality between finite strict convexity and finite smooth-
ness，and some geometrical properties of quotient，finite strict convexity with ( X  Y) 1 and finite
smoothness with ( X Y) 1 are investigated in this thesis．
Key words: locally convex spaces，k -strictly convexity，k -smoothness，finite strict convexity，finite
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1994 年，束立生
［1］

给出局部凸空间 k -严格凸与

k -光滑性的定义，并建立了它们的某种对偶关系．
1996 年，方习年

［2］
引入有限严格凸和有限光滑性，并

证明有限严格凸和有限光滑性具有对偶性． 本文进一

步推广局部凸空间中 k -严格凸与 k -光滑性，即引入

了局部凸空间中有限严格凸和有限光滑性概念，并建

立它们之间某种对偶关系． 又受到文献［3，4］的启

发，我们利用局部凸空间中有限严格凸的等价定义，

讨论了局部凸空间中( X Y) 1 的有限严格凸性．

1 定义及引理

设P表示实线性空间X上的一族分离半范数，且

满足 ∩
p∈P

p －1( 0) = 0，其中 p－1( 0) = { x∈ X: p( x) = 0} ．

令 Tp 是半范数族P生成的X上的局部凸拓扑，则偶对

( X，P) 为 Hausdorff 偶对． ( X，P) 表示由 P 生成的局

部凸可分离空间．
对每个 p ∈ P，考虑半范空间( X，p) ． 用( X，p) '

表示( X，p) 上连续线性泛函全体作成的对偶空间，其

范数‖·‖'
p 由‖f‖'

p = sup
p( x) ≤1

| f( x) | ，对f∈ ( X，

p) ' 给出，对任意的 p∈ P，记

Up( X) = { x: x∈ X，p( x) ≤ 1} ;

Sp( X) = { x: x∈ X，p( x) = 1} ;

S( X'( p) ) = { f∈ X'( p) :‖f‖'
p =

sup
p( x) ≤1

| f( x) | = 1} ;

U( X'( p) ) = { f∈ X'( p) :‖f‖'
p =

sup
p( x) ≤1

| f( x) |≤ 1} ;

Σp( x) = { f∈ S( X'( p) ) : f( x) = 1} ; Ap( f) = { x∈
Sp( X) : f( x) = ‖f‖'

p} ．
dimD 表 示 D 的 线 性 维 数， 当 D = 

时，dimD = 0．
对任意正数族{ Cp ＞ 0: p ∈ P} ，记 B{ Cp} = { x

∈ X: p( x) ≤ Cp，p∈ P} ，则容易知道 B{ Cp} 是局部
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凸空间( X，Tp ) ( Tp 表示半范数族 P 生成的 X 上的局

部凸拓扑) 中的绝对凸的有界闭集． 对上述的正数族

{ Cp ＞ 0: p∈ P} ，若存在 p∈ P，使得 Cp = 1，则称相

应的 B{ Cp} 为一个 p -正规集． 下文中，常用一个字母

B 来表示 p -正规集． 对每个 B{ Cp} ，定义 X' 上的半范

数为 p'B{ Cp}
( f) = sup

x∈B{ Cp}
| f( x) | ( f ∈ X') ，并 称

p'B{ Cp} 是由 B{ Cp} 决定的半范数． 记 p' 是形如 p'B{ Cp}

的半范数的全体，容易验证 p' 生成 X' 上的局部凸

拓扑恰好是 X' 上的强拓扑 ( X'，Tp' ) ． 考虑任意正

数族{ Cp' ＞ 0 : p' ∈ P' } ，记 B{ Cp' } = { f ∈ X' :
p' ( f) ≤ Cp' ，p' ∈ P' } ，对 每 个 B{ Cp' } ，在 X″ =
( X'，Tp' ) ' 上定义半范数 P″

B{ C'p}
( F) = sup

f∈B{ C' p}
| F( f)

| ( F∈ X″ ) ，则形如 p″
B{ C' p} 的半范数的全体 p″

生

成 X″
上的强拓扑 ( X″，Tp″ ) ． 由 文 献［5］可 以 知 道

X″ = ( X'，Tp' ) ' ．
定义 1． 1［2］

称偶对( X，P) 为有限严格凸的，

若对任意 p∈ P，f∈ S( X'( p) ) ，都有 dimAp( f) ＜
+ ∞ ．

定义 1． 2［2］
称偶对( X，P) 为有限光滑的，若

对任意 p∈ P，x∈ Sp( X) ，都有 dimΣp( x) ＜ + ∞ ．
定义 1． 3［1］

称偶对( X，P) 为 k -光滑的，若对

任意 p∈ P，x∈ Sp( X) ，有 dimΣp( x) ≤ k．
定义 1． 4［1］

称偶对( X，P) 为 k -严格凸的，如

果对任意 p∈ P，{ xn} ∈ Sp( X) ，满足 p(∑
∞

n = 1
xn ) = k +

1，则存在一组不全为零的数 C1，C2，…，Ck+1，使得

p(∑
∞

n = 1
Cnxn ) = 0．

由定义 1． 2，1． 3 知，有限光滑性是 k -光滑性的

推广． 由文献［2，6］可以知道，上述定义均是 Banach
空间相应定义的合理推广．

2 主要结果

上述偶对( X，P) 中有限严格凸性和有限光滑性

的定义仍保持着与 Banach 空间相同的对偶关系．
定理 2． 1 如果偶对( X'，P') 是有限光滑的，那

么偶对( X，P) 是有限严格凸的．
证明 设 J 是 X 到 X″

的自然嵌入映射，它被定

义为 J( x) f = f( x) ，x∈ X，f∈ X'． 已知 J 是 X 到 X″
的

子空间 J( x) 上 的 一 个 等 距 同 构，且 对 p ∈ P，

J( Sp( X) )  S( X″( p'B ) ) ．
对p∈ P，f∈ S( X'( p) ) ，由条件“( X'，P') 是

有限光滑空间”知，

Σp'( f) = { F ∈ S( X″( p') ) ，F( f) = 1} ，dimΣp'( f)

＜ + ∞ ． 对于 Sp( X) 的子集 Ap( f) = { x∈ Sp( X) ，f( x)

=‖f‖'
p} ，显然有 J( Ap( f) )  Σp'( f) ，于是 dimAp( f)

＜ + ∞，所以( X，P) 是有限严格凸空间．
定理 2． 2 如果偶对( X'，P') 是有限严格凸的，

那么偶对( X，P) 是有限光滑的．
证明 假定 ( X，P) 不是有限光滑的，由定义

1. 2 知，必存在 p∈ P，x0 ∈ Sp( X) ，使得

dimΣ p'( f) = + ∞ ．
因为 p∈ P，x0 ∈ S( X″( p') ) ，因此

dimAp( x0 ) = dimΣp( x0 ) = + ∞ ．
由定义 1． 1 知，这与( X'，P') 是有限严格凸的矛盾．

定理 2． 3 偶对( X，P) 是有限严格凸的充要条

件是，对 任 意 p ∈ P，{ xn}  X，当∑
∞

n = 1
p( xn ) －

p(∑
∞

n = 1
xn ) ＜ ∞ 时，必有 dim{ xn} ＜ + ∞ ．

证明 必要性． 假设存在{ xn}  X，使得

∑
∞

n = 1
p( xn ) － p(∑

∞

n = 1
xn ) ＜ ∞，

但 dim{ xn} = + ∞ ． 对 任 意 的 p ∈ P，存 在 f ∈
S( X'( p) ) ，使得

f(∑
∞

n = 1
xn ) = p(∑

∞

n = 1
xn ) ，

从而有 f( xn ) = p( xn ) (  n) ． 当 p( xn ) ≠ 0 时，有

f(
xn

p( xn )
) = 1，即{

xn

p( xn )
}  Ap( f) ． 因为 dim{ xn} = +

∞，所以 dim{
xn

p( xn )
} = + ∞，从而 dimAp( f) =

+ ∞，即( X，P) 不是有限严格凸的．
充 分 性 ． 若 存 在 p ∈ P，f ∈ S( X' ( p) ) ，

dimAp( f) = + ∞ ，即( X，P) 不是有限严格凸的，则

必存在{ yn}  dimAp( f) ，{ yn} 中任意有限个元素

线性 无 关，从 而 dim{ yn} = + ∞ ． 令 xn = yn

2 n，

则∑
∞

n = 1
xn 收敛且

1 =∑
∞

n = 1
p( xn ) =∑

∞

n = 1

1
2n

=∑
∞

n = 1
f( xn ) = f(∑

∞

n = 1
xn ) ≤

‖f‖'
pp(∑

∞

n = 1
xn ) ≤∑

∞

n = 1
p( xn ) = 1．

故 p(∑
∞

n = 1
xn ) =∑

∞

n = 1
p( xn ) = 1 ＜ + ∞，但是 dim{ xn} =

dim{ yn} = + ∞，从而产生矛盾．
根据定义1． 4 和定理2． 3 可知，有限严格凸是 k -

严格凸的推广

定理 2． 4 ( ( X Y) 1，P) 是有限严格凸的当且
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仅当( X，P1 ) ，( Y，P2 ) 都是有限严格凸的，其中( X 
Y) 1 = { ( x，y) ; p( x，y) = p1( x) + p2( y) ，p ∈ P，p1 ∈
P1，p2 ∈ P2，x∈ X，y∈ Y} ．

证明 必要性． 设( X，P1 ) 不是有限严格凸的，

即存在 p1 ∈ P1，{ xn}  X，∑
∞

n = 1
p1( xn ) － p1(∑

∞

n = 1
xn )

＜ + ∞，但是 dim{ xn} = + ∞ ． 这样就有 p1(∑
∞

n = 1
xn ) =

p(∑
∞

n = 1
( xn，0) ) =∑

∞

n = 1
p( xn，0) =∑

∞

n = 1
p1( xn ) ，那么存在F

∈ S( ( X  Y) '
1( p) ) ， 使 得 F(∑

∞

n = 1
( xn，0) ) =

p(∑
∞

n = 1
( xn，0) ) ，从而有 F( xn，0) = p( xn，0) (  n) ． 当

p( x0，0) ≠0 时，有F(
( xn，0)

p( xn，0)
) = 1，即{ (

xn

p1( xn )
，0) }

 Ap( F) ． 因为 dim{ xn} = + ∞，有 dim{ (
xn

p1( xn )
，0) }

= + ∞，从而有 dimAp( F) = + ∞ ． 这与( ( X  Y) 1，P)

是有限严格凸的矛盾．
充分性． 设( ( X  Y) 1，P) 不是有限严格凸的，

即存在 p ∈ P，{ ( xn，yn ) }  ( X  Y) 1，p(∑
∞

n = 1
( xn，

yn ) ) =∑
∞

n = 1
p( xn，yn ) ＜ + ∞，但是 dim{ ( xn，yn ) } =

+ ∞ ． 取 yn = 0( n) ，那么 p∈ P，{ ( xn，0) }  ( X

Y) 1，p(∑
∞

n = 1
( xn，0) ) =∑

∞

n = 1
p( xn，0) ＜ +∞ 且 dim{ ( xn，

0) } = + ∞，这样就有

p1(∑
∞

n = 1
xn ) =∑

∞

n = 1
p1( xn ) ＜ + ∞，

于 是 存 在 f ∈ S( X' ( p1 ) ) ， 使 f(∑
∞

n = 1
xn ) =

p1(∑
∞

n = 1
xn ) ，从而 f( xn ) = p1( xn ) ( n) ，当 xn ≠ 0 时，

有 f(
xn

p1( xn )
) = 1，即

{
xn

p1( xn )
}  Ap1( f) ．

又因为 dim{ ( xn，0) } = + ∞，有 dim{
xn

p1( xn )
} = + ∞ ．

从而 dimAp1( f) = + ∞ ． 这与( X，P1 ) 是有限严格凸的

矛盾．
定理2． 5 ( ( XY) 1，P) 是有限光滑的，则( X，

P1 ) ，( Y，P2 ) 都是有限光滑的．
证明 设( X，P1 ) 不是有限光滑的，那么存在 p1

∈ P1，x0∈ Sp1( X) ，使得 dimΣp1( x0 ) = +∞，则又存在

{ fn}  Σp1( x0 ) ． 由于{ fn} 中任意有限个元素线性无

关，从而 dim{ fn} = + ∞，那么( xn，0) ∈ ( X  Y) 1，

( fn，0) ( x0，0) = fn( x0 ) = 1( n) ，‖( fn，0) ‖' p =
‖f‖' p1 = 1，即{ ( fn，0) }  Σp( x0，0) ． 因为 dim{ fn}
= + ∞，所以 dim{ ( fn，0) } = + ∞，从而 dimΣp( x0，0)

= + ∞ ． 这与( ( X Y) 1，P) 是有限光滑的矛盾．
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中国高质量论文数量持续上升

著名的英国学术期刊《自然》是世界上最重要的科研学术期刊之一，是自然出版集团的旗舰刊物。2012 年

5 月 23 日《自然》以副刊的形式发布 1 份调查报告。这份报告统计了《自然》及其系列刊物中由中国研究人员

发表或参与发表的论文比例，结果显示在 2011 年为 6． 6%，高于 2010 年的 5． 3%，维持了近些年来的持续上升

势头。同时，该报告还调查了全球范围的论文数据，结果显示在那些引用次数排名最靠前的高质量科研论文

中，由中国研究人员发表或参与发表的论文比例在 2011 年达到 11． 3%，该比例在 2001 年时为 1． 85%。在全

球高质量科研论文中，美国所占比例在 2011 年为 50． 7%，在 2001 年为 64． 3%。中国的高质量科研论文数量

近年来上升势头强劲，目前位居全球第四。据该报告作者预计，到 2014 年，中国的这一排名有望超过英国和德

国，仅次于美国。
( 据科学网)
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