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一种新的修正共轭梯度算法
*
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摘要:给出求解无约束优化问题的一个新的共轭梯度算法，证明该算法在强 Wolfe 线搜索下具有全局收敛性和
良好的数值表现．
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Abstract: A new conjugate gradient method for solving unconstrained optimization problem is given．
The global convergence of the method is established． Numerical results show that the method has good
performance．
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对于无约束最优化问题

minf( x) ( 0． 1)
x∈ R n，

其中 f( x) : R n→ R，是连续可微的函数，g 为梯度向
量。求解问题( 0． 1) 的共轭梯度法的迭代公式为 xk+1

= xk + αkdk ． 其中 αk 为某种确定的线搜索给出的步

长，搜索方向 dk 定义为

dk =
－ g0，if k = 0，
－ gk + βkdk－1，if k≥ 1．{

βk 为参数。关于参数 βk 的不同取法就对应不同的共

轭梯度法，著名的梯度法［1 ～ 6］
有

βHS
k = gT

k yk－1

dT
k－1yk－1

，

βFR
k = ‖gk‖

2

‖gk－1‖
2，

βPRP
k = g T

k yk－1

‖gk－1‖
2，

βCD
k = ‖gk‖

2

－ dT
k－1gk－1

，

βDY
k = ‖gk‖

2

－ dT
k－1yk－1

，

其中 yk－1 = gk － gk－1，‖·‖为欧几里德范数．已有许
多学者在共轭梯度法方面做了进一步的工作，取得了

丰硕的成果
［7 ～ 11］． 目前，在共轭梯度算法领域，如何

寻找一个新的关于参数 βk的公式，使得公式既能全

局收敛又有好的数值结果依然是项十分有意义的工

作．本文给出了一种新的共轭梯度算法，该算法具有
充分下降性，全局收敛性和理想的数值验证结果．

1 新的共轭梯度算法

文献［12］在文献［7］的基础上对 PRP算法进行
了修正，该公式为

dk =
－ gk，if k = 0，

－ ( 1 + βk
dT
k－1gk

‖gk‖
2 ) gk + βkdk－1，if k≥ 1．{

( 1． 1)
其中

βk = gT
k yk－1

‖gk－1‖
2
－ min{

gT
k yk－1

‖gk－1‖
2，

u
‖yk－1‖
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‖gk－1‖
4 } ，
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而且 u ＞ 1
4
．由于此公式只含有梯度信息，而在拟牛

顿方法中，有一些新公式不但含有梯度信息，还含有
函数信息．例如，文献［13］中的 y*k－1，其表达式为

y*k－1 = yk－1 + max{ ρk－1，0}
‖sk－1‖

2 sk－1，

其中

ρk－1 = 2［f( xk－1 ) － f( xk) ］+ ( g( xk ) +
g( xk－1 ) )

Tsk－1，sk－1 = αk－1dk－1 ．
受此启发，我们用文献［13］中的 y*k－1来替换( 1. 1) 式
中的 yk－1 ．
通过以上分析得到搜索方向 dk 为

dk =
－ gk，if k = 0，

－ ( 1 + β*
k

dT
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2 ) gk + βk

* dk－1，if k≥ 1．{
( 1． 2)

其中
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由于 βk
* = 0 时较为简单，故省略． 这里主要研究当

β*
k = gT

k y
*
k－1

‖gk－1‖
2
－ u
‖y*k－1‖

2gT
k dk－1

‖gk－1‖
4 时，算法的全局收

敛性质．
算法 1
步骤 1 选择一个初始点 x0 ∈ R n，ε≥ 0;令 d0

= － g0，k = 0;
步骤2 利用( 1． 3) 式计算 β*

k ，利用( 1． 2) 式计
算 dk ;
步骤3 计算 gk，如果‖gk‖≤ ε，则终止;否则

利用强 Wolfe非精确线搜索
f( xk + αkdk ) ≤ f( xk ) + δαkg

T
k dk ( 1． 4)

和

| g( xk + αkdk )
Tdk |≤ σ | gT

k dk |，

其中 0 ＜ δ ＜ σ ＜ 1，δ ＜ 1
2
，求 αk ;

步骤 4 令 xk+1 = xk + αkdk ;
步骤 5 令 k = k + 1，转步骤 3 计算．

2 算法的全局收敛性

讨论各种共轭梯度算法在不同线搜索下的收敛

性质，即要证明
lim
k→∞

inf‖gk‖ = 0． ( 2． 1)

常用的方法是反证法． 即假定( 2． 1) 式不成立，那么
存在常数 γ ＞ 0，使得‖gk‖ ＞ γ， k≥1．然后再通
过证明

Σ
k≥1

( gT
k dk )

2

‖dk‖
2
= + ∞，

而导出了与 Zoutendijk条件矛盾．
假设1 水平集Ω = { x∈ R n : f( x) ≤ f( x0 ) } 为

有界集．
假设2 在Ω的某个邻域N，目标函数 f( x) 连续

可微，且其梯度 g( x) 满足Lipschitz条件，即存在一个
常数 L ＞ 0，使得

‖g( x) － g( y) ‖≤ L‖x － y‖，x，y∈ N．
( 2． 2)

由假设 1，即存在一个正常数 B，使得
‖x － y‖≤ B，x，y∈ N，

那么存在 γ ＞ 0，使得
‖g( x) ‖≤ γ，x，∈ N．
假设 3 目标函数 f( x) 为一致凸函数，即存在

一个正常数 m，使得
m‖d‖2 ≤ dT2 f( x) d，x，d∈ R n， ( 2． 3)

其中2 f( x) 为 f( x) 在 x处的 Hesse矩阵．
引理 1 对于( 1． 2) 式，有
gT
k dk = － ‖gk‖

2 ． ( 2． 4)
证明 由( 1． 2) 式可知，当 k = 0 时，
gT
0 d0 = － ‖g0‖

2 ．
当 k≥ 1 时，

gT
k dk = － ( 1 + β*

k
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2 ) ‖gk‖
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故对于所有的 k≥ 0 均有( 2． 4) 式成立，证明完毕．
引理 2 如果假设 3 成立，则有
q1αk‖dk‖

2 ≤－ gT
k dk， ( 2． 5)

其中 q1 = 1
2
( 1 － δ) －1m．

证明 利用泰勒展式，有

f( xk+1 ) = f( xk ) + gT
k sk + 1

2
skGksk，

其中 sk = xk+1 － xk = αkdk，Gk =
2 f( xk + tsk ) ，0 ＜ t ＜

1．由( 1． 4) 式可得
f( xk+1 ) － f( xk ) ≤ δgT

k sk，

gT
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2
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1
2
skGksk ≤ ( 1 － δ) ( － gT

k sk ) ．

由( 2． 3) 式可得
1
2
( 1 － δ) －1 mαk‖dk‖

2 ≤－ gT
k dk ．

令 q1 = 1
2
( 1 － δ) －1m ，则有 q1 αk ‖dk‖

2 ≤ － gT
k dk，

证明完毕．
引理 3 若假设 1，假设 2和假设 3都成立，则有
‖dk‖≤ q2‖gk‖， ( 2． 6)
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由( 2． 4) 式可得

β*
k = gT

k y
*
k－1

－ dT
k－1gk－1

－ u
‖y*k－1‖

2gT
k dk－1

( － dT
k－1gk－1 )

2 ，

| β*
k |≤

| gT
k y

*
k－1 |

| － dT
k－1gk－1 |

+ u
‖y*k－1‖

2 | gT
k dk－1 |

| － dT
k－1gk－1 |

2 ．

再由文献［13］得到
‖y*k－1‖≤ 2‖yk－1‖，

则有
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由( 2． 2) 式和( 2． 5) 式得到
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由( 1． 1) 式得，当 k≥ 1 时，

dk = － gk － β*
k
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令 q2 = 1 + 4L
q1

+ u 8L
2

q21
，得到‖dk‖≤ q2‖gk‖，证明

完毕．
定理 1 如果假设 1，假设 2和假设 3都成立，考

虑修正的 PRP 算法，则有

lim
k→∞

inf‖gk‖ = 0． ( 2． 7)
证明 假设( 2． 7) 式不成立，则存在常数 γ ＞ 0，使
得‖gk‖ ＞ γ，k ＞ 0，由( 2． 4) 式和( 2． 6) 式得到

Σ
∞

k = 1

( gT
k dk )

2
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4
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2

q22
≥

Σ
∞
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γ2

q22
→ ∞ ．

该式与 Zoutendijk 条件相矛盾，所以假设不成立，证
明完毕．

3 数值计算

用 problem表示函数名，n表示变量维数，nf表示
函数的迭代次数，f( x) 表示函数的计算结果，

‖g( x) ‖表示梯度的计算结果，sut表示迭代所用时
间．比较表 1 和表 2，可以看出本文所研究的算法和
PRP 算法在上述函数中的计算效率是相当的，说明
本算法对上述函数是有效的，而且具有良好的收敛性

质和数值表现．
表 1 算法 1 的数值结果
Table 1 Numerical result of algorithm 1

Problem n nf f( x) ‖g( x) ‖ sut

ARGLINA 200 5 0． 20000E+03 0． 26860E－13 0． 03499

DQRTIC 5000 12 0． 15125E+17 0． 20061E+11 0． 02100

FLETCBV3 5000 25 －0． 15671E+15 0． 14498E+04 0． 07599

FLETCHBV 5000 22 －0． 26415E+22 0． 90844E+11 0． 06799

NONCVXU2 5000 11 0． 67434E+10 0． 14125E+05 0． 02799

NONCVXUN 5000 11 0． 20112E+11 0． 21383E+05 0． 02899

PENALTY2 200 3 0． 47116E+14 0． 51779E+05 0． 00200

QUARTC 5000 12 0． 15125E+17 0． 20061E+11 0． 02100

TOINTGSS 5000 7 0． 10002E+02 0． 71897E－06 0． 02799

表 2 PRP算法的数值结果
Table 2 Numerical result of PRP algorithm

Problem n nf f( x) ‖g( x) ‖ sut

ARGLINA 200 5 0． 20000E+03 0． 26860E－13 0． 03599
DQRTIC 3000 25 0． 10000E+01 0． 54338E－06 0． 02300
FLETCBV3 5000 25 －0． 15671E+15 0． 14498E+04 0． 07699
FLETCHBV 5000 22 －0． 26415E+22 0． 90844E+11 0． 06699
NONCVXU2 5000 11 0． 67434E+10 0． 14125E+05 0． 02999
NONCVXUN 5000 11 0． 20112E+11 0． 21383E+05 0． 02899
PENALTY2 200 3 0． 47116E+14 0． 51779E+05 0． 00200
QUARTC 5000 12 0． 15125E+17 0． 20061E+11 0． 02100
TOINTGSS 5000 7 0． 10002E+02 0． 71897E－06 0． 02799
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