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摘要:针对一个带有预订销售的库存问题( 其中需求是时间的二次函数，是价格的线性减函数，而且取消预订费

是时间的增函数) ，建立相应的预订销售利润模型，分析模型的性质，给出寻找最优策略的算法，并用数值例子验

证模型和算法是有效的．
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Abstract: An inventory problem with advanced sales is discussed，where demand rate is a quadratic
function of time and linear decreasing function of price，and cancellation cost is an increasing function
of time． An advance sales model is established，its characteristics are analyzed and an algorithm is pro-
vided to find out the optimal replenishment policy． Finally，a numerical example is used to illustrate the
validity of the model and its algorithm．
Key words: demand rate，price，advanced sales

时变需求是描述产品需求趋势最常用的函数，考

虑时变需求的库存模型的研究有很多，例如，文

献［1］在需求随时间线性增长、补货费是订货量的线
性增函数、允许短缺且全部拖后的条件下，建立有限
时间水平上具有相等补货周期的易变质产品的库存

模型．文献［2］建立有限时间水平上需求为时间的线
性增函数的易变质产品的库存模型，考虑了货币时间

价值对模型的影响，并采用线性搜索方法，确定最优

的补货周期．文献［3］在生产率和变质率分别是需求
率和时间的线性函数的假设下，建立无限时间水平上

需求率是时间的斜坡型函数的易变质产品的库存模

型，分别确定了不允许缺货和允许缺货情形下的最优

补货策略．文献［4］在不允许缺货、变质率是时间的
线性函数条件下，研究需求率为时间的斜坡型函数的

易变质产品库存问题，确定了最优的补货策略，并讨

论需求函数的合理性．文献［5］在需求为时间的二次
连续增函数、不允许缺货条件下，分别建立无限时间
水平和有限时间水平上易变质产品的库存模型，分析

了模型的性质，并给出求解算法和数值例子来说明采

用需求二次函数的合理性．
在服务业和零售业，预订销售策略被广泛采用，

通过预订销售企业可以更好的掌握需求的变化情况，

争取更多的销售时间． 目前，关于产品的价格和预订
销售问题的研究也有很多． 例如，文献［6］建立货币
受时间价值影响的易变质产品的补货和定价库存模

型，并采用一种启发式算法对模型进行求解． 文献
［7］研究预订销售和现场销售的库存决策问题，允许
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顾客取消预订且取消预订率为常数，建立了有限时间

水平上产品的销售库存模型，并确定了最优的销售策

略．文献［8］建立需求率为价格的减函数、取消预订
费为常数的预订销售库存模型，分析了最优策略的存

在性和唯一性，给出数值例子和灵敏度分析．
本文研究与文献［8］类似的预订销售问题，进一

步考虑需求受时间和价格共同影响、取消预订费为时
间的增函数的情形，建立相应的利润模型． 旨在确定
最优的销售价格和最优的产品预订总量，使企业的利

润最大化．

1 符号及假设

用 pi表示第 i个预订期的销售价格( 决策变量) ，
T表示预订销售周期长度，T1 表示价格改变时刻，N
表示预订产品总量，C表示单位产品成本，I( t) 表示 t
时刻的库存水平，Π表示系统的总利润．
模型假设:

( 1) 系统运行在无限时间水平上，固定的预订销
售周期长度 T;
( 2) 预订销售采用动态价格决策，分为两个阶

段，T1 时刻价格发生改变，价格分别为 p1 和 p2 ;
( 3) 不允许缺货，需求率为时间和销售价格的函

数，即 D( t，pi ) = a + bt( c － t) － βpi，其中 a，b，c，β为
正常数，且 a － βpi ＞ 0，i = 1，2;
( 4) 允许顾客取消预订，取消预订率为 η / t，其中

0 ≤ η ＜ 1;
( 5) 取消预订需支付取消费用，设其为时间的增

函数，即 r( t) = r + wth，0 ≤ h≤ 1．

2 模型建立及分析

令 I1( t) 和 I2( t) 分别表示 0，T1[ ] 和 T1，T[ ] 内的

预订销售水平，产品的预订销售从 t = 0 时刻开始．由
于受预订和取消预订的影响，企业开始以价格 p1 进
行第一阶段的预订销售，预订水平以 D( t，p1 ) －
η / tI1( t) 增加; t = T1 时刻价格发生改变，企业以价格

p2 进行第二阶段的预订销售，预订水平继续以 D( t，
p2 ) － η / tI2( t) 增加，直到 T时刻，一个预订销售周期
结束．预订水平状态如图 1 所示．
由上述分析可知，在［0，T］内预订水平变化

关系为

dI1( t)
dt

= d( t，p1 ) －
η
t
I1( t) ，0 ≤ t≤ T1， ( 1)

dI2( t)
dt

= d( t，p2 ) －
η
t
I2( t) ，T1 ≤ t≤ T． ( 2)

注意到 I1( 0) = 0，I2( T) = N，得

图 1 预订水平状态
Fig． 1 Lever state of advance sales
( a) T1 ＜ c /2，( b) T1 ＞ c /2

I1( t) =
a － βp1
η + 1

t + bc
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η + 3

t3，
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η + 1
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η + 2
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η + 3

Tη+3 t －η +

NTη t －η ．
又因为 I1( T1 ) = I2( T1 ) ，整理得产品预订总量

N = F( p1，p2 ) =
a － βp1
η + 1

Tn+1
1

Tη
+ a － βp2

η + 1
·

( Tη+1 － Tη+1
1 )

Tη
+ bc
η + 2

T2 － b
η + 3

T3 ． ( 3)

系统第一阶段预订销售收入

R1
s ( p1 ) = p1∫

T1

0
d( t，p1 ) － BI1( t) dt =

p1［
1

η + 1
( a － βp1 ) T1 + 1

η + 2
bcT2

1 － 1
η + 3

bT3
1］，

第二阶段预订销售收入

R2
s ( p2，N) = p2∫

T

T1
d( t，p2 ) － η

t
I2( t) dt =

p2［
( a － βp2 )
η + 1
( － T1 + Tη+1T－η

1 ) + bc
η + 2
( － T2

1 +

Tη+2T－η
1 ) －

b
η + 3
( － T3

1 + Tη+3T－η
1 ) + N( 1 － TηT－η

1 ) ］．

第一阶段取消预订收入

R1
c( p1 ) = ∫

T1

0
( r + wth ) η

t
I1( t) dt =

rη(
a － βp1
η + 1

T1 + bc
η + 2

T2
1

2
－ b
η + 3

T3
1

3
) +

ηw(
a － βp1
η + 1

Th+1
1

h + 1
+ bc
η + 2

Th+2
1

h + 2
－
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b
η + 3

Th+3
1

h + 3
) ．

第二阶段取消预订收入

R2
c( p2，N) = ∫

T

T1
( r + wth ) η

t
I2( t) dt =

η r［
a － βp2
η + 1
( T + T

η
－ T1 － Tη+1T－η

1

η
) + bc

η + 2
( T

2

2
+

T2

η
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1

2
－ Tη+2T－η

1

η
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( T

3

3
+ T3

η
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1

3
－

Tη+3T－η
1

η
) － N( 1

η
－ TηT－η

1

η
) ］+ ηw［

a － βp2
η + 1
( T

h+1

h + 1
－

Th+1

h － η
－ Th+1

1

h + 1
+ Tη+1Th－η

1

h － η
) + N( Th

h － η
－ TηTh－η

1

h － η
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bc
η + 2
( Th+2
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－ Th+2
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1
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+ Tη+2Th－η

1
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+ Tη+3Th－η

1
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系统的总利润 =预订销售收入 + 取消预订收入
－ 产品成本，即

Π( p1，p2，N) = R1
s ( p1 ) + R2

s ( p2，N) + R1
c( p1 ) +

R2
c( p2，N) － CN． ( 4)
将( 3) 式代入( 4) 式，则系统的总利润函数为

Π
－
( p1，p2 ) = R1

s ( p1 ) + R2
s ( p2，F( p1，p2 ) ) + R1

c( p1 )
+ R2

c( p2，F( p1，p2 ) ) － CF( p1，p2 ) ． ( 5)

其中，Π
－
( p1，p2 ) = Π( p1，p2，F( p1，p2 ) ) ，因此，预订销

售问题的数学模型为

maxΠ( p1，p2 )
s． t． C≤ pi ≤ a /β，i = 1，2． ( 6)
考虑模型的 ( 6) 的求解问题． 首先，忽略模型

( 6) 中的约束，即求问题 max Π
－
( p1，p2 ) 的解．根据极

值的必要条件知，Π
－
( p1，p2 ) 的极值点 p1，p2 满足

Π
－
( p1，p2 )
p1

= 0， ( 7)

Π
－
( p1，p2 )
p2

= 0． ( 8)

令 T1 = kT，0 ＜ k ＜ 1，解上述方程得

p1 = a
β

－ ( a － βC)
β
( 1 + kη － kη+1 － k2η+1 )
4 － k － 2kη+1 － k2η+1

－

b( η + 1) T2

β( η + 3)
( 1 + 2k2 － k3 － kη － kη+3 )

4 － k － 2kη+1 － k2η+1
－

ηwTh［( 2k
η － 2kh － kη+1 + kh+1 － k2η+1 + kh+η+1 )
( h － η) ( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

+

( 1 － kη + 2kh － kh+1 － kh+η+1 )
( h + 1) ( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

］－

bc( η + 1) T
β( η + 2)

( － 1 － 2k + k2 + kη + kη+2 )
4 － k － 2kη+1 － k2η+1

－

rη( 3 － k － kη － kη+1 － － 2 + k + 2kη － k2η+1

η
)

4 － k － 2kη+1 － k2η+1
，( 9)

p2 =
a
β

1
( kη － 1)

η － 1
η + 1
( 3 － k － kη － kη+1 )
( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

+

C
( kη － 1)
( kη － 2

η + 1
( 1 + kη － kη+1 － k2η+1 )
( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

) +

bc( η + 1)
β( η + 2)

T
( kη － 1)
［k + 2

η + 1
·

( － 1 － 2k + k2 + kη + kη+2 )
( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

］－ b( η + 1)
β( η + 3)

T2

( kη － 1)
·

( k2 － 2
η + 1
( 1 + 2k2 － k3 － kη － kη+3 )
( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

) －

rη
( kη － 1)
［( 1 － kη － 1

η
) － 2

η + 1
·

( 3 － k － kη － kη+1 － － 2 + k + 2kη － k2η+1

η
)

( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )
］－

ηwTh

( kη － 1)
［kh( 1

h + 1
+ kη－h － 1

h － η
) － 2

η + 1
·

( 2kη － 2kh － kη+1 + kh+1 － k2η+1 + kh+η+1 )
( h － η) ( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

－

2
η + 1
( 1 － kη + 2kh － kh+1 － kh+η+1 )
( h + 1) ( 4 － k － 2kη+1 － k2η+1 )

］． ( 10)

定理 1 函数 Π
－
( p1，p2 ) 是关于( p1，p2 ) 的严格

凹函数．

证明 分别求Π
－
( p1，p2 ) 关于 p1和 p2的二阶偏

导数，得

2Π( p1，p2 )
p21

= － βkT
η + 1

＜ 0， ( 11)

2Π( p1，p2 )
p22

= － 2βT( 1 － kη+1 )
( η + 1)

＜ 0， ( 12)

2Π
－
( p1，p2 )
p1p2

= － βkT( kη － 1)
( η + 1)

，

H =

2Π( p1，p2，T1 )

p21

2Π( p1，p2，T1 )

p1p2
2Π( p1，p2，T1 )

p1p2
2Π( p1，p2，T1 )

p22

=

β2kT2

( η + 1) 2
［4 － k( kη + 1) 2］ ＞ 0．

故 Π
－
( p1，p2 ) 关于( p1，p2 ) 的海塞( Hesse) 阵是

负定的，所以 Π
－
( p1，p2 ) 是关于 ( p1，p2 ) 的严格

凹函数．
定理 2 ( 1) 若方程组( 7) ～ ( 8) 的解( p1，p2 )

满足问题( 6) 的约束条件，则它是问题( 6) 的唯一最
优解( p*1 ，p

*
2 ) ; ( 2) 若( p1，p2 ) 不满足问题( 6) 的约

束条件，则问题( 6) 的最优解在可行域边界达到．

证明 ( 1) 由于函数 Π
－
( p1，p2 ) 在可行域 S =

［C，a /β］×［C，a /β］内是连续的，且 S 是有界闭区
域，所以一定存在最大值．当( p1，p2 ) 在满足( 6) 的约
束时，根据一阶必要条件和定理 1知，( p1，p2 ) 即为模
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型的唯一最优解( p*1 ，p
*
2 ) ．

( 2) 当( p1，p2 ) 不在可行域 S内时，问题( 6) 的最
优解在可行域 S边界上达到．
还需讨论最优解在可行域边界上达到的情况．

问题( 6) 可以转化为以下 4 个子问题的求解:
①当取边界 p1 = C，C≤ p2≤ a /β时，求解子问题

max Π( C，p2 )
s． t． C≤ p2 ≤ a /β． ( 13)

由( 12) 式知，Π
－
( C，p2 ) 关于 p2 是凹函数，因为

问题( 13) 是在有界闭区间求解，所以一定存在最优
解，并记最优解为 p'

2 ．利用( 8) 式求解 p2，若 C≤ p2≤
a /β，则 p'

2 = p2 ; 否则，在可行域边界达到，此时问题
( 13) 的最优解 p'

2 满足:

Π( C，p'
2 ) = max{ Π( C，C) ，Π( C，a /β) } ．

②当取边界 p1 = a /β，C ≤ p2 ≤ a /β 时，求解
子问题

maxΠ( a /β，p2 )
s． t． C≤ p2 ≤ a /β． ( 14)

由( 12) 式知，Π
－
( a /β，p2 ) 关于 p2 是凹函数，因

为问题( 14) 是在有界闭区间求解，所以一定存在最
优解，并记最优解为 p″

2 ．利用( 8) 式求解 p2，若 C≤ p2
≤ a /β，则 p″

2 = p2 ;否则，在可行域边界达到，此时问题
( 14) 的最优解 p″

2 满足:

Π( a /β，p″
2 ) = max{ Π( a /β，C) ，Π( a /β，a /β) } ．

③当取边界 p2 = C，C≤ p1≤ a /β时，求解子问题

max Π( p1，C)
s． t． C≤ p1 ≤ a /β． ( 15)

由( 11) 式知，Π
－
( p1，C) 关于 p1 是凹函数，因为

问题( 15) 是在有界闭区间求解，所以一定存在最优
解，并记最优解为 p'

1 ．利用( 7) 式求解 p1，若 C≤ p1≤
a /β，则 p'

1 = p1 ; 否则，在可行域边界达到，此时问题
( 15) 的最优解 p'

1 满足

Π( p'
1，C) = max{ Π( C，C) ，Π( a /β，C) } ．

④当取边界 p2 = a /β，C ≤ p1 ≤ a /β 时，求解
子问题

max Π( p1，a /β)
s． t． C≤ p1 ≤ a /β． ( 16)

由( 11) 式知，Π
－
( p1，a /β) 关于 p1 是凹函数，因

为问题( 16) 是在有界闭区间求解，所以一定存在最
优解，并记最优解为 p″

1 ． 利用( 7) 式求解 p1，若C≤ p1
≤ a /β，则 p″

1 = p1 ; 否则，在可行域边界达，此时问题

( 16) 的最优解 p″
1 满足

Π( p″
1，a /β) = max{ Π( C，a /β) ，Π( a /β，a /β) } ．

设问题( 6) 在边界上得到的最优解为( p1，p2 ) ，则有

Π( p1，p2 ) = max{ Π( C，p'
2 ) ，Π( a /β，p

″
2 ) ，Π( p

'
1，

C) ，Π( p″
1，a /β) } ．

综上，模型的最优解可以表示为

( p*1 ，p
*
2 ) =
( p1，p2 ) ，( p1，p2 ) ∈ S，

( p1，p2 ) ，( p1，p2 )  S．{ ( 17)

根据上述讨论，给出求解算法:

步骤 1 输入参数;

步骤 2 利用 ( 9) 式和 ( 10) 式分别计算 p1

和 p2，再根据 ( 17) 式确定模型 ( 6) 的最优解 ( p
*
1 ，

p*2 ) ，转步骤 3;
步骤 3 将( p*1 ，p

*
2 ) 代入( 3) 式和( 4) 式计算

N* = N( p*1 ，p
*
2 ) 和 Π* = Π( p*1 ，p

*
2 ，N

* ) ．
利用上述算法计算得到的 p*1 、p

*
2 、N

*
和 Π*
即

为问题( 6) 最优解和最优值．
3 模型检验
考虑数值例子:

D( pi ) = 150 + 0． 02t( 25 － t) － 4pi，i = 1，2，r( t)
= 4 + 2t0． 25，T1 = 15，T = 30，η = 0． 5，C = 5且都带有适
当单位．
计算得 p*1 = 21． 83，p*2 = 27． 40，N* = 991． 44，

Π* = 28152．
再对数值例子的最优解和最优利润相对于各参

数的灵敏度进行分析，每次只改变一个参数的值，其

它参数值不变，计算结果见表 1．
表 1 各参数变化对最优策略的影响
Table 1 Effects of parameters on the optimal policy

参数
Para-
meters

变化量
Change
( % )

p*1 p*2 N* Π*
Π* 的变化
Change of Π*

( % )

a －40 13． 34 17． 73 531． 30 10386 －63． 11
－20 17． 59 22． 56 761． 37 18234 －35． 23
+20 26． 08 32． 23 1221． 50 40141 +42． 58
+40 30． 33 37． 06 1451． 60 54200 +92． 53

b －40 21． 20 27． 68 984． 49 27615 －1． 91
－20 21． 52 27． 54 987． 97 27888 －0． 94
+20 22． 15 27． 25 994． 92 28409 +0． 91
+40 22． 47 27． 11 998． 40 28658 +1． 80

c －40 21． 77 27． 42 977． 32 27724 －1． 52
－20 21． 80 27． 41 984． 38 27938 －0． 76
+20 21． 86 27． 38 998． 51 28366 +0． 76
+40 21． 89 27． 37 1005． 60 28580 +1． 52

β －40 37． 04 43． 03 1062． 00 46519 +65． 24
－20 27． 54 33． 26 1026． 70 35086 +24． 63
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续表 1
Continued table 1

参数
Para-
meters

变化量
Change
( % )

p*1 p*2 N* Π*
Π* 的变化
Change of Π*

( % )

+20 18． 03 23． 49 956． 18 23468 －16． 64
+40 15． 31 20． 70 920． 92 20068 －28． 72

r －40 22． 50 26． 09 1040． 30 28501 +1． 24
－20 22． 16 26． 74 1015． 90 28352 +0． 71
+20 21． 50 28． 05 967． 01 27903 －0． 88
+40 21． 17 28． 70 942． 57 27604 －1． 95

w －40 22． 43 26． 25 1033． 90 28418 +0． 94
－20 22． 13 26． 82 1012． 70 28305 +0． 54
+20 21． 53 27． 97 970． 21 27959 －0． 69
+40 21． 24 28． 54 948． 97 27726 －1． 51

h －40 21． 90 27． 26 996． 22 28182 +0． 11
－20 21． 87 27． 33 993． 84 28167 +0． 05
+20 21． 80 27． 46 988． 96 28136 －0． 05
+40 21． 76 27． 53 986． 41 28119 －0． 12

T1 －40 21． 77 20． 45 1372． 00 33792 +20． 03
－20 21． 74 23． 41 1186． 60 31772 +12． 86
+20 22． 10 33． 24 780． 66 21797 －22． 57
+40 19． 02 5． 00 1969． 00 31071 +10． 37

T －40 19． 43 5． 00 1064． 40 19430 －30． 98
－20 21． 60 35． 15 614． 95 16205 －42． 44
+20 22． 05 23． 87 1347． 70 36825 +30． 81
+40 22． 24 21． 75 1682． 10 44018 +56． 36

η －40 19． 71 5． 00 2480． 60 29463 +4． 66
－20 19． 13 5． 00 2355． 40 29099 +3． 36
+20 21． 59 20． 28 1282． 30 32646 +15． 91
+40 21． 32 15． 55 1444． 60 32827 +16． 61

C －40 20． 96 28． 27 970． 62 27187 －3． 43
－20 21． 40 27． 83 981． 03 27689 －1． 64
+20 22． 27 26． 96 1001． 90 28576 +1． 51
+40 22． 70 26． 52 1012． 30 28960 +2． 87

由表 1 可知: ( i) 最优利润相对于参数 a，β，T 的
灵敏度较高，相对于 T1，η的灵敏度适中，相对于 b，c，
r，w，h，C的灵敏度较低;
( ii) 参数 c，h 的增加或减少对于最优利润的变

化比例近乎相同;

( iii) 最优利润相对于参数 a，r，w，T1，T，η增加的
灵敏度大于它们减少的灵敏度，相对于参数 b，β，C的
减少的灵敏度大于它们增加的灵敏度;

( iv) 由上述几点可以看出:低估参数 b，β，C带来
的惩罚要大于高估这些参数所带来的惩罚，高估 a，r，
w，T1，T，η所带来的惩罚要大于低估所带来的惩罚;
管理者应该准确确定参数 a，β，T，合理估计参数 T1，

η．
上述结果表明本文所建模型符合以下实际:

( 1) 固定其它参数，利润随需求率和销售周期的

增大( 减小) 而增大( 减小) ;

( 2) 固定其它参数，预订销售价格随需求率( 减
小) 而增大( 减小) ，随取消预订率的增大( 减小) 而减

少( 增大) ;

( 3) 固定其它参数，产品总量随需求和取消预订
率的增大( 减小) 而增大( 减小) ，随成本和取消预订

费率的增大( 减小) 而减少( 增大) ．
数值例子验证了模型和算法是有效的．模型对于

企业的预订销售决策有一定的参考价值．下一步可以
考虑产品的成本为时间的函数和取消费价格与产品

的销售价格成比例的情形．
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